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ABSTRAKT

Prace se zabyva vybranymi statistickymi aspekty kompoziti s kvazikfehkou nebo kreh-
kou matrici vyztuzenou kratkymi vlakny nebo textilnimi rohoZemi z vysokopevnostnich
vlaken. Prace je rozdélena do tfi ¢asti: (i) urceni statistik poétu vldken, kterd pfemostuji
trhlinu a vypocet sily, kterou jsou tato vldkna schopna prenést (kratka vlakna); (ii) sta-
tistické vyhodnoceni experimentalnich dat svazk( sklenénych vldken zalitych v matrici a
ziskani parametr, které je mozné pouzit pro odhad stredni odezvy pri vytahovani tohoto
vlakna z cementové matrice (svazky vldken z textilnich rohozi); (iii) poditacova imple-
mentace vypoctu statistik (stfedni hodnota, smérodatnd odchylka) funkce nezavislych

nahodnych veli¢in (vicerozmérny integral) v programovacim jazyce Python.

KLICOVA SLOVA

VlIdknobeton, dratkobeton, textilni beton, vldkna, svazky vldken, pocet vldken premos-

tujicich trhlinu, vicerozmérna integrace, stfedni odezva svazku

ABSTRACT

The thesis focuses on selected problems in composites with quasi-brittle or brittle matrix
and reinforced with short fibers or textiles. It is divided into three parts: (i) derivation
of the probabilistic density functions for a random number of fibers bridging a crack in
a composite and evaluation of the random force carried by these fibers; (ii) statistical
analysis of experimentally obtained data of AR-glass yarns embedded in a matrix and
evaluation of yarn parameters needed for prediction of the mean (pullout) response and;
(iii) implementation of multidimensional integration designed for evaluation of statistical
characteristics (mean value, standard deviation) of functions with random inputs in high-

level programming language Python.
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UVOoD

Mezi nejbéznéji pouzivané materidly ve stavebnictvi patii beton a jiné podobné
kompozity na bazi cementu. Jedna se o vysoce heterogenni material s kvazikieh-
kym chovanim. Tyto materialy maji diky svym vlastnostem a vyrobni technologii
velmi Siroky rozsah pouzitelnosti. Jejich hlavni vyhodou je moznost dalsiho vyvoje a
prizptisobeni novym funkénim pozadavkim vychazejicim z novych zptisobti pouziti
v konstrukcich (zdokonalené materidly na bazi cementu, textilni beton, vldknobeton,

vysokohodnotny beton, kompozity s tahovym ztuzenim atd.).

Predlozena dizertacni prace je zaméfena na vybrané statistické aspekty kompo-
zitd s kvazikiehkou matrici, predevsim kompoziti vyztuzenych nestrukturovanou
kratkou vyztuzi (dratkobetony, vldknobetony) a strukturovanou vyztuzi (klasicka
betonérska vyztuz, predpinaci vyztuz, textilni rohoZe z vysokopevnostnich svazkii).
Zékladnim pozadavkem u modernich kompozitt je duktilni odezva v pozdéjsi fazi
zatézovani, ktera avizuje celkovou poruchu konstrukéniho prvku rozvojem velkého

mnozstvi mikrotrhlin doprovazenym znacnou disipaci energie.

Beton vyztuzeny kratkymi vldkny (FRC — Fiber Reinforced Concrete) je rela-
tivné novy material, ktery rozsifuje aplika¢ni moznosti betonu. V dnesni dobé je
bézné vyuzivan napf. pii vyrobé primyslovych podlah. Vldkna ve vlaknobetonu
pozitivné ovliviiuji makroskopické chovani kompozitu a zvysuji tlakovou a tahovou
pevnost, tuhost, lomovou houzevnatost, razovou houzevnatost, atd. Tohoto chovani
je dosazeno ptidanim relativné malého mnozstvi (1-3 %) vldken do betonové smési.
Vldkna jsou v dnesni dobé vyrabéna z mnoha materiald rtiznych vlastnosti: ocel,
alkali-rezistentni sklo, aramid, uhlikova vldkna (carbon) atd. ZkusSenosti ukazuji, ze
tento objemovy podil vlaken dokaze efektivné premostit vznikajici trhliny a zajisti
rozvoj mnoha rozprostienych mikrotrhlin. To umoznuje disipovat vétsi mnozstvi

energie pfed dosazenim poruchy konstrukce.

Vyvojem textilniho betonu se aktivné zabyvaji naptiklad pracovnici dvou né-
meckych pracovist (Cachy, Drazdany), ktefi mimo jiné vyvijeji vyztuzné textilie ze
skla, karbonu, polypropylenu a aramidu. Zkoumani technologie vyroby uvedenych
pro vyrobu vyztuznych textilii, se skladaji z velkého mnozstvi vldken (stovky az
tisice) o pruméru v fadu desitek mikrometri. Tyto textilie se nejcastéji pouzivaji
jako nenosna vyztuz napr.: pro vyrobu fasadnich paneli, potrubi, vyztuzeni tenkjch

vrstev (omitek) k zachyceni rozvoje mikrotrhlin, u rekonstrukei, k zesilovani kon-
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Obr. 1: Prototyp konstrukce z textilniho betonu (Aachen). [15]

strukei aj. Zejména lze vyzdvihnout tvarovou flexibilitu konstrukeci a konstrukénich
prvkua [15].
teridlova pevnost a odolnost proti sifeni trhlin spolu s velkym deformac¢nim rozsahem
pii malém poklesu nominalniho napéti. Schopnost predikce pevnosti je tedy zcela
zasadni pro bezpecny a ekonomicky navrh konstrukci. Velky problém, se kterym se
modely pro predikci pevnosti museji potykat, je vysoka nepravidelnost vnitini ma-
teridlové struktury, jeji nahodilost a znacny rozptyl vlastnosti materidlovych kom-
ponent. Tyto faktory hraji vyznamnou roli pti zptisobu prenaseni namahani uvnit¥
materidlu a urcitd asynchronnost rozvoje poruseni pramenici z heterogenity materi-
alu je hlavnim divodem specifické mechanické odezvy kompoziti.
Pravdépodobnostni predikce odezvy kompozitu s kvazikfehkou nebo kiehkou
matrici je dilezitd pro bezpecny a ekonomicky navrh konstrukce z téchto materi-
alt. Spravny navrh konstrukce je podminén volbou vhodného numerického modelu a
materidlovych parametr, které umozinuji porozumét komplikovanym jeviim probi-
hajicim v kompozitech. Z divodu problematického bezpecného navrhu konstrukce a
neexistence normativnich predpisi tyto materialy zatim nejsou bézné pouzivany jako

nosnd vyztuz konstrukénich prvki (kromé nékterych experimentélnich konstrukei).
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Obr. 2: Most z textilnitho betonu v Kempten (Allgdu), délka 17 m, vyroba lamino-

vanim a stiikanim.

Proto se vyuziva kombinace obou zptisobti vyztuzovani: jak béznou ocelovou vyztuzi,
tak vlakny (pfip. dratky). Zkoumani téchto materiali s pfihlédnutim ke statistickym
aspektim je dilezité pro vyvoj normativnich predpisti a standardizaci navrhovych
postupii.

Prace se v kapitole 1 zabyva urcenim statistik a pravdépodobnostniho rozdé-
leni ndhodného poc¢tu vlaken, kotevni délky a tihlu natoceni vlaken piemostujicich
trhliny. Od uvazovani nejjednodussiho pfipadu, kdy jsou kratka vlakna rovnomérné
rozmisténa uvnitt kompozitu a zastoupeni thli natoceni vlaken je uvazovano také
rovnomérné. Dalsim krokem je zahrnuti vlivii (napf. okraji nebo vyrobnich pro-
cest), které uréitym zptisobem ovlivni rovnomérnost polohy nebo natoceni vlaken.

Sila pfenasena kompozitem porusenym trhlinou zavisi na interakci mezi vlak-
nem a matrici. U sklenénych vlaken jsou to parametry — polomér, kvalita kontaktu
s matrici (contact fraction), volnad délka (bond free length) a relativni protazeni
vlakna pred jeho aktivaci (slack). V praci je popséan zpiisob ziskani statistickych dat
z experimentt (viz kapitola 2), provedenych na nékolika typech svazkt sklenénych
vladken zalitych v cementové matrici, potfebnych pro funkci odezvy svazku vytaho-
vaného z matrice. Tato vlakna jsou pouzivana predevsim jako strukturovana vyztuz
ve formé vyztuznych textilii (textilni beton).

Pro odhad stifedni hodnoty odezvy vlakna nebo svazku, ktera je funkci mnoha
nezavislych nahodnych veli¢in, je pouzit vypocet pomoci vicerozmérnych pravdépo-

dobnostnich integralil, viz kapitola 3. Pokrocila pocitacova implementace programu
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pro vypocet téchto integrald je provedena v programovacim jazyce Python a C.
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1 KOMPOZIT S KRATKYMI VLAKNY PORU-
SENY TRHLINOU

Vyuziti kompozit vyztuzenych kratkymi, ale i pribéznymi vlakny se v poslednich
nekolika letech rychle rozviji. Rozsifuje se oblast jejich pouziti v praxi a s tim souvisi
i potfeba jejich spolehlivého a ekonomického navrhu. Mechanicka odezva kompozitu
na tahové naméhani je zavisla na mnoha faktorech: (i) ndhodna poloha a natoceni
vldken premostujici trhlinu v kompozitu a (ii) interakce vldkna s matrici. Poloha
a orientace vlaken je ovlivnéna jejich tvarem a délkou, slozenim smési a vyrobnim
procesem. Béhem vytahovani vlakna z matrice dochéazi k nasledujicim jeviim: rozpo-
jovani vladkna a matrice (debonding), vytahovani vldkna z matrice (pullout), ohyb
vlédkna, poskozeni vldkna a poskozeni matrice (matrix spalling). Publikované prace
se zabyvaji vysvétlenim jednotlivych jevi, ale i vice interagujicimi jevy [25, 26, 27].

Vypocet poc¢tu vladken premostujicich rovinu trhliny ve vzorku obdélnikového
prifezu z celkového poctu vldken je v praci [12] provadén pomoci koeficientu ori-
entace. Tuto tlohu je mozné fesit vyuzitim stereologie [44, 45, 46] Timto postupem
je ziskan prumérny pocet vldken piremostujicich trhlinu, ale chybi informace o jeho
variabilité.

Jako zékladni experiment pro ziskani informaci o chovani kompozitu vyztuze-
ného kratkymi vldkny je vytahovani vlakna z matrice (pullout). Clanek [42] popi-
suje dva piistupy feseni rozpojovani vlaken s matrici (debonding): (i) pomoci napéti
na rozhrani vlakna a matrice nebo (ii) na zékladé energetické rovnovahy. Publikace
[26, 27] popisuji mikromechanicky model pro chovani kiehké matrice ndhodné vy-
ztuzené kratkymi vlakny pti rozvoji trhlin. Tyto modely zahrnuji vliv vytahovani
vldkna z matrice, vliv natoceni a poruseni vldkna. V praci [25] je navic uvazovano
s ohybem vlakna a poskozovanim matrice. Tyto pristupy uvazuji variabilitu zptsobe-
nou vlivem rozptylu odezvy jednoho vlakna, ale neuvazuji vliv variability celkového
poc¢tu vlaken premostujicich trhlinu.

V této kapitole bude popsan postup urceni poctu vlaken premostujicich rovinu
trhliny na zakladé: (a) znamé geometrie vzorku a vlaken a jejich objemovém podilu
a (b) ndhodné poloze a natoceni vladkna uvnit¥ vzorku vyztuzeného kratkymi vlidkny.
Bude popsana geometrie vzorku a vlakna, zpisob definovani polohy vlakna a jeho
natoceni a vypocet pravdépodobnosti priniku vldkna s rovinou trhliny.

Abychom mohli spravné stanovit (ndhodnou) silu pfenasenou vlakny, kterd pre-

mostuji rovinu trhliny, musime zjistit (a) kolik vldken skuteéné premostuje rovinu
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trhliny, (b) jejich natodeni a polohu vzhledem k roviné trhliny a (c) zavislost sily
jednoho vlakna na ndhodnych parametrech interakce vlakna s matrici. Predpoklady
pouzité v této kapitole jsou: (i) mozné priniky vldken uvnitf kompozitu jsou ig-
norovany vzhledem k relativné malému objemovému podilu vldken, a proto jsou
vldkna uvazovana jako nezavisld; (ii) natoceni a poloha vlaken je homogenni uvnitf
celého objemu, tj. neuvazujeme napt. zavislost natoceni vlaken ve sméru toku smeési
(viz [4, 41, 50]), (iii) neuvazujeme shluky vldken, které mohou vzniknout béhem
vyrobniho procesu a (iv) uvazujeme piimé vlakno, neuvazujeme tvarovana vldkna a
vlakna s koncovou tpravou ([38] — zahnuté vldkna, [28] — vInitd vldkna). Odvozené
analytické vztahy jsou ovéfeny numerickymi simulacemi na konkrétnim vzorku a

vysledky jsou uvedeny v posledni ¢asti této kapitoly.

1.1 Geometrie nahodné rozmisténych vlaken

Uvazujme kompozit ve tvaru kvadru o objemu V; = L, L, L, (viz obr. 1.1a). VSechny
tfi délky stran jsou uvazovany delsi nez dvojnasobek délky vldkna (. Pocatek sou-
fadného systému je umistén v misté fezné roviny (nebo téz roviny trhliny) a posun
vzorku je provadén ve sméru osy x o posun ¢ zatimco souradny systém zustava ne-
zménén (posun 6 spliiuje podminku |§| < L, /2). Poloha a orientace kazdého vldkna
uvnitt tfirozmérného vlakny vyztuzeného vzorku miize byt jednoznac¢né popsana po-
moci péti proménnych. Kazdé vlakno muze byt definovano pomoci t¥i kartézskych
soutfadnic polohy stiedu vldkna z, y a z a parem nezavislych hli jeho natoceni,
viz obr. 1.1. Ze v8ech moznych dvojic thla byl v této praci zvolen: (i) thel ¢, mezi
vlaknem a osou z a (ii) thel ¢, mezi vlaknem a osou y, viz obr. 1.1c. Pfedpokladame
nahodné rozmisténi a natoceni vladken uvnitt objemu vzorku, a proto s témito péti
geometrickymi deskriptory pracujeme jako s ndhodnymi veli¢inami.
Predpokladejme, ze stfedy vlaken jsou zcela rovnomérné rozmistény uvniti ob-
jemu vzorku. Natoceni vldken a souradnice polohy jejich stiedi x, y a z jsou neza-
vislé ndhodné veli¢iny. Predpokladejme dva rtizné pripady rozmisténi vlaken uvniti
vzorku: (A) stfedy vldken jsou rovnomérné rozmistény uvnitf celého objemu vzorku
(vlakna mohou ptesahovat okraje vzorku, viz obr. 1.2 vlevo) a (B) stfedy vlaken
jsou rovnomérné umistény v intervalu, ktery je upraven v zavislosti na tthlu nato-
Ceni vlaken tak, aby vSechna vladkna byla uvnitf vzorku (obr. 1.2 vpravo). U obou
alternativ je predpokladano rozdéleni ihlu natoceni nezavislé na souradnicich stred

vldken x, y a z.
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Obr. 1.1: Geometrie — (a) Umisténi soufadného systému uvniti vzorku o objemu
L,L,L,. (b) Popis natoceni vlakna pro vhodny pocitacové simulace: £, = ¢ cos(y,),
l, = Usin(0) sin(p,), £, = € cos(#) sin(y, ). (c) Popis natoceni vldkna vzhledem k sou-
fadnym osam (dhly): ¢, = Ccos(py), £, = {cos(ypy), (. = L cos(p,).
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Obr. 1.2: Vldkny vyztuzeny vzorek simulovany metodou Monte Carlo — pohled ve
sméru osy y. Vlevo — vldkna mohou protinat okraje vzorku (varianta (A)). Vpravo

— vSechna vldkna jsou uvnitf vzorku (varianta (B)).

Abychom mohli najit rozdélovaci funkci dvou thld, které vedou k rovnomérnému
zastoupeni vSech moznych natoceni vlaken, definujeme hustotu pravdépodobnosti

uhlu ¢, jako:

sinp, pro e, € (0;%
fou (0x) = y (0:3) (1)
0 jinak
a hustotu pravdépodobnosti thlu ¢,, ktery je nezavisly na thlu ¢,, jako:

1

=sing, pro ¢, € (0;m)
fo, (py) = 2 ! !

2
0 jinak @

Tim je dosazeno rovnomérného zastoupeni vSech thli. Poznamenejme, Ze pii pocita-

¢ovém generovani je vhodné pracovat s tthlem 6 rovhomérné rozdélenym na intervalu

(0, 27) namisto thlu ¢, viz obr. 1.1b.
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1.1.1 Poloha vlikna nezavisla na jeho natoceni (varianta A)

Na zakladé znalosti hustot dvou nezavislych thli mizeme sestavit sdruzené hustoty
pravdépodobnosti polohy a natoceni vldkna. Sdruzena hustota pravdépodobnosti
vSech péti nezavislych velic¢in polohy a natoceni je dana soucinem péti marginalnich

hustot:

Sin (‘Py) 1 (3)
2 L,L,L.

Z této sdruzené hustoty lze ziskat napf. hustotu nahodné veli¢iny = (ndhodna

Fiveonoy (T, 2,00, 0y) = sin (,)

poloha stfedu vldkna vzhledem k ose z) integraci pfes ostatni nahodné veli¢iny. Toto

rozdéleni je rovnomérné na intervalu S4:

L L
A _ =z . z
57 _< - 8+ +5> (4)

Zbyvajici dvé soutadnice jsou rovnomérné rozdélené na intervalu:

L, L;
A_ [/ i M

kde i je bud soufadnice y nebo z. Marginalni hustota pravdépodobnosti veli¢iny x

muze byt zapsana na intervalu (4) jako:

1
— prozx € Sf

fo(x) = ¢ Lo (6)
0 jinak

1.1.2 Poloha vlakna zavisla na jeho natoceni (varianta B)

U této varianty je poloha vldken rovnomérné rozdélena na upravenych intervalech
délek L7, Ly a L%, které jsou zavislé na thlu natoceni vlakna o, a ¢,
Ly =L, —{cos(v:)
Ly = L, — ]cos (¢,) (7)
Lt = L (4/1 — (cos (,))* — (cos (i2,))°

Sdruzena hustota pravdépodobnosti pro variantu B, zapsana pomoci vSech péti

nahodnych parametri, je nasledujici:
sin(p,) 1 1 1

B —
2 LiLrL: ®)

TYZ PPy (SL’, Y; 2, Pas 90?4) = sin (901)

V tomto piipadé je hustota ndhodné veli¢iny = (ndhodné poloha stfedu vldkna

vzhledem k ose z) podminénou hustotou pravdépodobnosti = na thlu natoceni ¢,:

Joa (2, 02) L proz e SP
Feter (2102) few (p2) 0 jinak )
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ktera je rovhomérné rozdélend na intervalu S&:

L, ( L, (
SJCB:<—7+§COSS01‘+5;‘|‘7_§COS§0J1+5> (10)

Poloha zbyvajicich dvou stfedt vlaken je rovnomérné rozdélend na intervalech:

SP = <—E+§COS%‘;+?—§COS%> (11)

kde 7 je bud soufadnice y nebo z.

Pétirozmérna oblast identifikovanych nahodnych veli¢in je specifikovana v rov-
nicich (1), (2), (4) a (10). Integraci sdruzené hustoty pfes vSech pét nédhodnych
veli¢in snadno ovérime, Ze se jedna o pravdépodobnostni hustotu, vysledna hodnota
integralu musi byt jedna.

Vyse definované sdruzené hustoty pravdépodobnosti (3) a (8) mohou byt pouzity
pro obecny 3D pripad. Déle se budeme zabyvat pouze pripadem, ve kterém je fezné
rovina (trhlina) kolma na osu x (viz obr. 1.1a). V tomto konkrétnim piipadé vy-
sledky nezévisi na soufadnicich polohy stfedu y a z a na natoceni ¢,. Souradnice y
a z a thel natoceni ¢, miZeme ignorovat. Poloha vldkna miZe byt popsana pomoci
sdruzené hustoty pravdépodobnosti dvojice veli¢in x a .. Upravené sdruzené hus-
toty pravdépodobnosti mohou byt ziskany z (3) a (8) integraci pfes vSechna mozna

Y, z a ,. Sdruzend hustota pravdépodobnosti ma potom tvar pro variantu A:

A _ sin (me)
a pro variantu B je rovna:
sin (p.)

1.2 Pravdépodobnost priuniku vlakna s rovinou

Abychom mohli vypocitat silu pfenasenou vlakny, musime stanovit celkovy pocet
vlaken k, kterd pfemostuji trhlinu (rovinu). Tento pocet k je ndhodna veli¢ina. Uloha
pro vypocet rozdéleni poc¢tu vlaken k z celkového poctu n vlaken uvnitt kompozitu
muze byt zjednodusena na tilohu vypoctu pravdépodobnosti priniku jednoho vldkna
s rovinou. Jakmile zndme tuto pravdépodobnost p pro urc¢itou polohu roviny, lze pro

pocet vldken k pouzit binomické rozdéleni. Podminka priiniku vldkna s rovinou je:

1 1
—éﬁcos%;g:cgéﬁcosgom (14)
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kde ¢cos(¢,) je prumét vladkna do osy x. Tuto podminku muZeme zapsat pomoci
indikatorové funkce 14(x). Indikatorova funkce signalizuje vyskyt prvka X v pod-
mnoziné A, nabyva hodnotu 1 pro vSechny prvky X uvnit¥ A (pranik) a hodnotu 0
pro vSechny ¢leny X mimo podmnozinu A. Matematicky tuto podminku zapiseme

pomoci indikatorové funkce:

14 (0) = 1 (5 foos (o) — o (15)

Poznamenejme, ze uvazujeme velmi tenké vldkno, a proto vliv primeéru je v indika-
torové funkci zanedban. Dale budeme pro zjednoduseni zapisu pouzivat nasledujici

oznaceni veli¢in L = L, a p = @,.

1.2.1 Poloha vlakna zavisla na jeho natoceni (varianta A)

Pravdépodobnost priniku vldkna s rovinou trhliny se vypocita jako integral sdruzené
hustoty pravdépodobnosti (12), vynasobeny indikatorovou funkci, pfes defini¢ni obor

vSech moznych poloh x a natoceni (:

s b
i l
pt = / / Snz(p 14 <§ Cos p — |x|) dzdyp (16)
0 —L4s

2

Indikatorova funkce modifikuje meze druhého integralu, ¢imz vznikne nova inte-
gra¢ni oblast na interval (—% cos(), £ cos(p)), viz obr. 1.3.
Je-1i poloha roviny od hranice vzorku vzdélena o polovinu délky vlakna, tj. v in-

tervalu I: ] < 3 (L — ¢), pravdépodobnost protnuti vldkna je nezévisld na poloze &

Vv

174

p@ 6L =p(GL) =57 (17)

Na intervalu II v blizkosti okrajii vzorkd, tj. pro |§| > % (L —¢), se pravdépo-

dobnost snizuje podle vztahu:

pa(0;4; L) = L [(? — 3L% — 400 + 2L¢

A0L
(L — 26)
2L

(18)
+ 1205 — 126°] +

V limité, kdy 6 = é (okraj vzorku), pravdépodobnost klesa na hodnotu p = i%
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1.2.2 Poloha vlikna nezavisla na jeho natoceni (varianta B)

Pravdépodobnost priniku vldkna s rovinou je

Z 2+57—cos<p
_ sing
dxd 19
/ / L—{lcosep La(w) dede (19)
0 +6+ cos ¢

Pokud je délka vzorku alespon dvakrat vétsi nez délka vlakna ¢ a vzdalenost

fezné roviny od okraje vzorku je vétsf nez délka vlakna, tj. [0] < £ — ¢, potom
interval I je definovan jako:
1 1
‘(5|§§(L—€) V |5‘Z§(L+€) (20)
Pravdépodobnost (19) na intervalu I je:
L L
B
0l L)=—=In|{—| -1 21
br ( ] ) g n (L _ 6) ( )
/2 ‘ ‘ N - - varianta A
— varianta B

10-2 L

o | —5cos(p) —s, < Leos(p)

p(L,L)

0 ‘ 10t 107 10°
~L/2 —0/2 2 0/2 L/2 Lye

Obr. 1.3: Vlevo: vysledné integra¢ni oblast omezenda indikatorovou funkci (6 = 0).
Vpravo: porovnani pravdépodobnosti varianty A a B (jiz pro 7 L'~ 100 je pravdépo-

dobnost varianty B velmi blizka pravdépodobnosti varianty A).

Spravnost tohoto vyrazu mizeme snadno ovéfit pomoci kontroly asymptotického
chovani pro L — oo. Jestlize délka vzorku roste nade vSechny meze, pravdépodob-
nost pf se blizi pravdépodobnosti pi' (viz obr. 1.3vpravo). Jinak, na intervalu II, tj.

v blizkosti okraji vzorku:

L L
> ) > - 22
020-5 N G253t (22)

je pravdépodobnost pruniku vlakna s rovinou:

ph (66 L) = 21€ {(L +26) In (L f 25) (23)

— (In(L — ¢) + 1) (L — 26) + 2L1n (L)]

29



1.3 Pocet vlaken protinajicich rovinu

Nyni se budeme zabyvat ur¢enim poctu vlaken £ z celkového pocétu n vldken uvnitt
vzorku, kterd protinaji rovinu (trhlinu) (viz obr. 1.4). Celkovy pocet vlaken n uvnitt
kompozitu vypocitame ze znamého objemového podilu vlaken v¢, objemu jednoho
vlakna V; a celkového objemu vzorku Vi, coz jsou informace znamé pii vyrobé kom-

pozitu:
U_n_Vf_nAfZ n—vACL
TV AL A

(24)

kde A¢ je prifezova plocha jednoho vlakna a A, je prurezova plocha vzorku L,L,.
Proces fezani vzorku obsahujiciho n vldken mtize byt modelovan jako n nezavis-
Ich Bernoulliho pokusti s pravdépodobnosti tispéchu p. Pravdépodobnost p priniku
vlédkna s rovinou byla odvozena v pfedchozi ¢asti a nabyva hodnot z intervalu (0, 1).
Néhodna veli¢ina k ma potom binomické rozdéleni Bi(n,p) a pravdépodobnostni

funkce pr, ndhodného poctu k méa tvar:

pe= (= 1) = () - (25)

Pro stfedni hodnotu a rozptyl poctu vlaken protinajicich rovinu plati:
(26)

Toto binomické rozdéleni miize byt aproximovano Poissonovym rozdélenim s para-
metrem A = np. Rozdéleni poctu k£ mize byt také aproximovano normalnim roz-

délenim se stfedni hodnotou a rozptylem definovanymi v rovnici (26) (obr. 1.8).

1.4 Geometrie vlaken protinajicich rovinu

V této ¢asti budeme zkoumat rozdéleni (i) ndhodného dhlu a (ii) kotevni délky
vlaken protinajicich rovinu trhliny. Pfipomenme, zZe zde budou uvedeny vysledky pro
rovinu umisténou mimo okrajové zény, tj. v intervalu I (|6 < £ (L — ¢)). Definujme
dvé ndhodné veli¢iny: (i) thel . vladkna, které protinad rovinu a (ii) kotevni délku
L, coz je kratsi z délek vldkna premostujicitho trhlinu nachézejici se nalevo nebo

napravo od trhliny (obr. 1.5).
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Obr. 1.4: (a) Vldkna ndhodné rozmisténa uvnit¥ 3D objemu protnutého rovinou

(trhlinou). (b) Pohled na feznou rovinu — tvar prutezové plochy vlaken.
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Obr. 1.5: Vlevo: VIdkno protinajici rovinu trhliny. Vpravo: Trhlina pfemosténa k
vlakny. (¢, — kotevni délka, w — Sifka rozevieni trhliny, ¢. — thel natoceni vlakna
protinajiciho rovinu od jeji normély, P, — sila pfenasena jednim vldknem, P — sila

prendsend k vlakny)

Hustota pravdépodobnosti tthlu ¢, mize byt ziskdna integraci sdruzené hustoty
pravdépodobnosti (12) nebo (13) nasobené indikatorovou funkci a vydélena pravde-
podobnosti p; ptes oblast z (tj. interval S4 (4) nebo SZ (10)):

l
) = S/ Foo (29) 1 o= ol ) (27)

Hustota pravdépodobnosti thlu ¢., pod kterym vlakna protinaji rovinu je pro vari-
antu A:

e = { e pre ﬁnilf(” 7 (28)
Potom stfedni hodnota (=median=modulus) thlu ¢, je:
3
Elec] = / pesin (2pc) dipe = % (29)

pc=0
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Jinymi slovy, nejfrekventovanéjsi tihel vldken protinajicich rovinu je 45°; coz je po-

mérné nepriznivy thel pro prenos sily vlaknem.

12 Histogram of qut ﬁbers ‘angl‘e 12 Histogram of gut ﬁ]aers ‘angl‘e 12 Histogram of 911t ﬁ})ers ‘angl‘e
1.0F AT 1100 p " 1ol P i
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Obr. 1.6: Histogram thlu vldken protinajicich trhlinu prolozeny hustotou definova-
nou v (28) a (30). Vlevo: varianta A a uprostfed: varianta B pro L ~ 6. Vpravo:

varianta B pro L =~ 2/.

U varianty B je hustota tthlu natoceni vldken ©?, pod kterym vldkna protinaji

rovinu:

£sin(2pc) .
—— = pro p. € (0;Z
fc (90(;) — { 2(L—£cos pc)pP pro @ < 2> (30)

0 jinak
Kotevni délka vlakna ¢, se vypocita ze znamé polohy stfedu vldkna z a jeho

fo=max (0, - ) (31)

2 cosp,

natoceni ¢, jako:

Na obrazku 1.6 jsou histogramy z numerickych simulaci Monte Carlo prolozeny
analytickym Tesenim, které presné aproximuje tvar rozdéleni. Pro délky vzorku L >
104 se rozdéleni varianty B blizi tvaru varianty A. Kotevni délka /., ve stfedni ¢asti
nosniku (interval I, pro obé varianty), ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, g)

s hustotou pravdépodobnosti:
2

fe. (L) = 7 (32)

a stfedni hodnota je:
Elt,] =4 (33)

Sdruzend hustota pravdépodobnosti dvojice (. a £.) mize byt jednoduse sestavena,
pro stfedni ¢ast vzorku (interval I), jako soucin marginélnich hustot, tj. soucin vy-

razi (28) a (32) u varianty A:

sin (2900) pro Ee = <07 §> y Pe = <0’ %>

jinak

Jtepe (le, pc) = (34)

S~

32



a obdobné pro variantu B soucin vyrazi (30) a (32).

V nésledujicich dvou ¢astech bude popsan jednoduchy mechanicky model vlakna,
ktery byl pouzit pro vypocet sily prenasené vlaknem /vldkny. Na jednoduchém ana-
lytickém vztahu bude pfedvedeno uréeni stfedni hodnoty (rozptylu) sily prenasené:

(i) jednim vldknem a (ii) vSemi vldkny premostujicimi trhlinu.

1.5 Nahodna sila prenasena vlaknem

Uvazujme kompozit, ve kterém je ndhodné umisténo a natoceno vlakno. Zde si
popiseme jak vypocitat ndhodnou silu prendsenou timto vldknem pti rozvoji trh-
liny. Zvolili jsme jednoduchy analyticky model pro vypocet sily, ktera je prenasena
vldknem premostujicim trhlinu, abychom mohli ukdzat pouziti navrzeného pravdé-
podobnostniho pristupu.

Zjednoduseny model pro vypocet sily prenasené vlaknem vytahovanym z mat-
rice predpoklada idealné plasticky zakon pro soudrznost vldkna s matrici. Zde budou
uvedeny pouze vysledné vztahy, podrobnéjsi odvozeni je uvedeno v [24]. Parametr
¢ = . je thel natoceni vlakna od normaly roviny trhliny. Sila vznikajici p¥i wvol-

novdnd vldkna z matrice (vzestupnd vétev grafu na obr. 1.7 uprostied) je:

Py(w; o) = Pi(w; @) =/ EA; Tw exp (fo) (35)

a sila pri vytahovdni vldkna z matrice je aproximovana konstantni silou

Pi(w;z,¢) = Pr(w; le, oc) = Tle () exp (fo) (36)

kde ¥ = modul pruznosti, Ay = prufezova plocha vldkna, 7 = 27 r 73, je konstantni
tteci sila na jednotkovou délku definovana jako tfeci napéti na jednotkovou plochu
nasobené obvodem vldkna a f je koeficient vlivu natoceni vlakna. Vyraz exp (fy)
shrnuje vSechny vlivy zptisobené nato¢enim vldkna na silu (snubbing effect) pii
vytahovani vldkna z matrice [27]. Na obrazku 1.7 je uveden predpokladany zakon pro
soudrznost vlakna s matrici (vlevo) a odpovidajici odezvu pii vytahovani kratkého
ocelového vldkna (uprostied) o priméru d = 0.3 mm a délce £ = 17 mm; kotevni
délka vlakna v matrici je ¢, = ¢/2 = 8.5 mm pfi horizontalni poloze vldkna ¢ =

0 rad.

Pro nahodné natoceni a polohu vldkna je stfedni sila pfenaSend premostujicim
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vldknem a odpovidajici rozptyl (funkce otevieni trhliny w):
w/240/2

B[Py ()] = ip, — / / Po(wilepd  foo (lopd) dbedpe  (37)

7r/2€/2
me»w%aﬁ/MW%%wmﬁmwawww% (38)

Shodny vysledek ziskame integraci pres zakladni ndhodné veli¢iny = a ¢,, které
maji sdruzenou hustotu pravdépodobnosti f,,, (z,¢,) a pouzitim podminéné prav-
dépodobnosti (sdruzené hustota pravdépodobnosti je podélena pravdépodobnosti p
pruniku vlédkna s trhlinou jak bylo ukdzano vyse). Integrace probihé pfes vSechny

mozné soutadnice z a thly natoceni ¢,

E[P (w)] = pp, = // Py (w;z, ;) M 14(x) dede,  (39)
D[P, (w)] = 0%, — //me%—uﬁmﬁwﬁAmdm% (10)

kde 14 (x) je indikatorova funkce (15).

Na obrézku 1.7 vpravo je stfedni sila P; (w) a pas ohrani¢ujici plus/minus smé-

rodatna odchylka.

2000 . Bond llaw 16 Pullout response 12 Megn pullogt response
. o -7
10+ s
P
— 1500} /
g ol
z - -
g Z &
(5]
5 1000 é] 8
=] o o
8 = =
@
500
2 1
=  mean
0 . . . .
0.000 0.275 0.550 0.825

0 . . L 0 L .
0.000 0.004 0.008 0.012 0.016 0.000  0.004  0.008 0.012  0.016

Slip [m] Crack opening [mm] Crack opening [mm]

Obr. 1.7: Vlevo: Predpis pro kontakt s matrici. Uprostted: pullout oboustranné uchy-
ceného kratkého vlakna ¢, = (/2 = 8.5 mm a ¢ = 0 rad. Vpravo: Stfedni odezva
jednoho vlakna protinajiciho trhlinu s parametry: kotevni délka ¢, a thel natoceni
©e, které jsou uvazovany jako nadhodné veliciny. Do vypoctu vstupuji nasledujici

parametry: d = 0.3 mm, E = 200 GPa, 7, = 1.76 MPa, 7 = 1.659 kN/m, f = 0.03.
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1.6 Stredni hodnota a rozptyl sily prenasené pre-
mostujicimi vlakny

Vyraz pro nahodnou silu pfenasenou jednim vlaknem bude nyni vyuzit pro vypocet
celkové sily Py, kterou prendseji vSechna vlakna premostujici trhlinu. Podet k vlaken
premostujicich trhlinu a prispévky P; jednotlivych vldken jsou ndhodné veliciny.
Diky paralelnimu zapojeni vlaken v trhliné je celkova sila Py pfenasena vSemi vlakny

soucet k nezavislych prispévki sil P:

k
P, (w) = Z Py (w) (41)

Jinymi slovy, vypocet celkové sily je soucet ndhodného poctu ndhodnych pii-
spevki, které jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni. Poznamenejme, Ze bychom se
mohli dopustit chyby, pokud bychom celkovou silu pocitali jako souc¢in ndhodnych
veli¢in k£ a P;. Podle centralniho limitniho teorému se suma P, blizi k norméalnimu
rozdéleni [6, 37]. Jediné parametry, které je potieba urcit jsou stfedni hodnota a
rozptyl veli¢iny Py. Stfedni hodnotu (tower rule) a rozptyl (variance decomposition

formula) ziskdme z nasledujicich vyrazu:

[X] = E[E(X]Y)]

E —
(42)
D[X] = E[D (X|Y)] + D [E (X))

V nasem piipadé dosadime X = P, a Y = k:

] i k
E|> Py|=E E(ZPMU{:)
; L =1

k
:E ZPLZ'

Li=1

“Ek-E(P)] (43)

"k 7 i k r k
DY Pl =E|D <Z P17i|k7> +D |E (Z Pl,i|k> (44)
Li=1 i i=1 L \i=t
i k
—E|k-D (ZPLZ) +D[k-E(P)]
L i=1
Vyuzitim nezavislosti ndhodné veli¢iny k£ na P; mizeme vysledek zapsat jako:
E[P =E[k]E[P
[P (w)] = E[k JE[Py ()] (45)

D[Py (w)] = Ek ]D[P (w)] + D[k ] [E [P (w)]]

Variac¢ni koeficient celkové sily je potom:

CoV(Py)=v/D [Pi]/E [F] (46)
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Poznamenejme, Ze by nebylo spravné pocitat odezvu kompozitu jako priimérnou
odezvu jedné trhliny, protoze variabilita sily P, nemtze byt zanedbana. Tento rozptyl
mé vliv predevsim pfi rozvoji vice trhlin, coz je pozadovana vlastnost kompoziti
(napt. v ECC — Engineered Cementitious Composites). Celkova pevnost kompozitu
je dana nejslabsi trhlinou ze série trhlin. Pouzitim modelu nejslabsiho c¢lanku a
s nim souvisejici teorii extrémnich hodnot nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym

rozdélenim je ndhodna pevnost kompozitu:

pP=F" (1 - m) (47)

kde N je pocet trhlin, p; je pravdépodobnost a Fj, je distribuc¢ni funkce pevnosti
jedné trhliny (normélni rozdéleni se stfedni hodnotou a rozptylem z (45)). Pro ziskani
medidnu pevnosti celého kompozitu je ps = 0.5. V pracich [26, 27] byla variabilita sily
jedné trhliny zanedbana, autori uvazuji celkovou silu P, deterministicky jako soucin
k a Pp, kde k je primérny pocet vlaken premostujicich trhlinu a P; je uvazovana
pomoci jeji stiedni hodnoty. Nasledujici ¢ast vysvétli jaké chyby bychom se mohli

dopustit, pokud bychom neuvazovali variabilitu nahodnych veli¢in k, P; a P;.

1.7 Numericky priklad — kompozit vyztuzeny oce-
lovymi dratky

Pro ovéteni vysSe ziskanych analytickych vysledkit byly provedeny numerické si-
mulace (10000 simulaci metodou Monte Carlo). Uvazujeme vzorek o rozmérech
10 x 4 x 4 cm vytiznuty z dlouhého hranolu o prifezu 4 x 4 cm. Vzorek je zatézovan
jednoosym tahem ve sméru hrany L, = 0.1 m. Préifezova plocha je A, = 1.6-1073 m?.
Vzorek je vyztuzen kratkymi ocelovymi dratky délky ¢ = 0.017 m a pramérem
d = 0.3 mm. Priifezova plocha jednoho dratku je A¢ = 7.06858-10~8 m?. Uvazovany
objemovy podil vldken (26) je vy = 1.5 %. Modul pruznosti vldken je £ = 200 GPa
a 7 = 1.76 MPa, viz obr. 1.7.

Pro tyto vstupni parametry je celkovy pocet vlaken (26) v kompozitu n = 1997
a pravdépodobnost (17) protnuti jednoho vlédkna rovinou kolmou k podélné ose je
p = p(¢; L) = 0.085. Stfedni hodnota poctu k vldken protinajicich rovinu trhliny
je E[k] = 169.745 a rozptyl je D[k] = 155.32 (26). Tudiz, smérodatna odchylka a
varia¢ni koeficient jsou Std(k) = 12.46 a CoV (k) = 7.34 %. Obrazek 1.8 ukazuje his-
togram nahodného poctu vlaken, ktery je mozné velmi presné aproximovat pomoci

normalniho (Poissonova, Binomického) rozdéleni, jak bylo uvedeno v ¢asti 1.3.
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Obr. 1.8: Histogram ndhodného poctu vlaken protinajicich rovinu (10000 simulaci

Monte Carlo) — aproximace pomoci binomického, Poissonova a norméalniho rozdéleni.

Stiedni hodnota maximalni sily pfenasené jednim vldknem pfi vytahovani z ma-
trice je E[P,] = 7.218 N a rozptyl je D[P;] = 17.375 N? (37). Smérodatnéa odchylka
je potom Std(P;) = 4.16 N a varia¢ni koeficient je CoV(P;) = 57.7 %.

Pouzitim rovnice (45) je ziskdna stfedni hodnota sily pfendsend vldkny v jedné
trhling E[P,] = 1225.25 N a rozptyl D[P] = 11041.63 N2. Smérodatna odchylka
a varia¢ni koeficient jsou Std(Py) = 105.08 N a CoV(P;) = 8.58 %. Pfipomertime,

k P P, Py, (k =konst)
E[X] 169.745 7.218 1225.265 1225.25
D[X] 155.32 17.375 11041.63 2949.58
Std(X)  16.42 4.16 105.08 54.31
CoV(X) 734%  577%  858% 4.43 %

Tab. 1.1: Stfedni hodnoty, rozptyl, smérodatna odchylka a varia¢ni koeficient na-
hodného poctu vldken k, ndhodné sily prenasené jednim vldknem P;, ndhodné sily
P, pfenasené vlakny premostujicimi trhlinu a sila pfendSené vSemi vldkny bez uva-

zovani variability k.

ze bychom se mohli dopustit chyby, pokud bychom zanedbali rozptyl pochézejici
z ndhodnosti poc¢tu vldken k (a pfitom stale uvazujeme rozptyl veli¢iny P;). Nyni
bude ptredvedeno, k jakému podhodnoceni rozptylu by doslo pfi tomto zjednoduseni.
Smérodatna odchylka sily P, by se spoéitala jako Std (P,) vk = 54.31 N [10, 47]
a variacni koeficient by klesl na hodnotu 4.43 %, ktera je pfiblizné polovi¢ni oproti

spravné hodnoteé, viz tab. 1.1.
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Vysledky kapitoly byly publikoviny v jednom recenzovaném ¢asopise [51] a na
nékolika lokalnich [65, 66, 68] i zahrani¢nich konferencich [58, 59].
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2 STATISTICKE VYHODNOCENI PARAMETRU
SVAZKU VLAKEN

Tato kapitola popisuje statistické vyhodnoceni experimentalnich dat svazkl sklené-
nych vldken zalitych v cementové matrici a ziskadni histogrami veli¢in potfebnych
pro pravdépodobnostni vypocet odezvy vldkna vytahovaného z matrice (pullout).
Tato vlakna jsou obvykle vyuzivana jako strukturovanad vyztuz ve formé textilii
(textilni beton). Vyhodnoceni mikrostruktury v priitezu vldkna bylo provadéno po-
moci analyzy obrazovych dat ziskanych elektronovym mikroskopem. YMBMicro
(Yarn-Matrix-Bond Microstructure analysis) je program pro analyzu mikrostruk-
tury svazku vlaken, ktery vznikl béhem mého studijniho pobytu na RWTH Aachen
pod vedenim Dr. Rostislava Chudoby z katedry konstrukéniho betonu fakulty sta-

vebni.

2.1 Experimentalni data

Data jsou ziskana ze vzorki svazkt sklenénych vlaken zalitych do cementové ma-
trice. Vzorek sklenéného vladkna zalitého do matrice je zbrusovan po tsecich cca
0.5 mm a pomoci elektronového mikroskopu (SEM) jsou tyto fezy (obr. 2.1) sni-
many a ziskané snimky jsou analyzovany pomoci softwaru vyvijeného na RWTH
Aachen (Ustav geodézie), ktery identifikuje polohu vlakna, jeho polomér, informace
o kontaktu s matrici a propojeni jednotlivych vlaken mezi fezy. Celkové je k dispozici
14 tezi pro kazdy svazek vldken (délka vzorku je tedy pfiblizné 7 mm). P¥iprava

vzorkil a zptlisob identifikace je detailnéji popsan v ¢élanku [23].

Obr. 2.1: Snimky fezu svazku vldken v matrici potizené elektronovym mikroskopem.
Vlevo: MAG, vpravo: VET. (bilé kruhy = vlédkna, ¢erné plochy = vzduch, sedé plochy

= cementova matrice)
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Experimenty jsou provedeny na nékolika typech vldken. V této kapitole budou
uvedeny vysledky dvou typu: (i) MAG a (ii) VET. Svazek MAG ma4 kruhovy prifez
a je tvoren priblizné n = 1750 vlakny, ktera jsou stazena omotavkou. Omotavka udr-
zuje kompaktni tvar svazku a snizuje tak schopnost proniknuti matrice k vnitinim
jeho vlakntim. VET je plochy svazek tvoteny asi n = 1450 vlakny, ktera jsou rozvol-
néna, coz umoznuje lepsi prunik matrice do svazku. Mira kontaktu vlakna s matrici
je identifikovana podle obrazku 2.2. Kolem vlakna je definovana analyzovana oblast
urcitého poloméru, ktera je rozdélena na 36 segmentti. Mira kontaktu je definovana

jako pocet segmentii, do kterych zasahuje matrice ku celkovému poctu segmentii.

délka segmentu

vySetrovany
polomér

cementova
matrice

Obr. 2.2: Déleni obvodu kolem analyzovaného vlakna pro identifikaci miry kontaktu
s matrici. Modra oblast znazornuje kontakt s matrici, identifikovand mira kontaktu
podle ilustrace je 14/36 = 38.8 %.

Na obrazku 2.3 jsou z naidentifikovanych dat rekonstruované modely svazki
vldken. Cernobil4 gkéla zobrazuje miru kontaktu vlakna s matrici (0 — bez kontaktu,
1 — dokonaly kontakt). Na prufezu svazku MAG (obr. 2.3 vlevo) je vidét velké
mnozstvi vlaken bez kontaktu s matrici (jadro svazku) obepnutych tenkou vrstvou
vlaken, kterd jsou v kontaktu s matrici. Na svazku VET (obr. 2.3 vpravo) je ziejmé

lepsi proniknuti matrice dovnitt svazku diky jeho rozvolnénosti.

2.2 Analyzované parametry svazku vlaken

V této ¢asti budou popsany vyhodnocované parametry svazku (vlaken): (i) hodnoty
dostupné v fezech svazku (polomér a kontakt s matrici) a (ii) parametry podél vldkna
(volné délka a relativni protazeni). Tyto parametry (ndhodné veli¢iny) mohou byt
pouzity jako vstupy pro odhad stfedni odezvy vldkna vytahovaného z matrice. Po-

moci Spearmanova korela¢niho koeficientu je proveden odhad autokorela¢ni funkce
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Obr. 2.3: Rekonstruované modely svazkid obou typi vlaken z informaci identifiko-
vanych z jednotlivych SEM snimki. Vlevo: MAG, vpravo: VET. (0 — bez kontaktu,
1 — dokonaly kontakt)

mezi daty ziskanymi v jednotlivych Fezech. Spearmantiv (neparametricky) korela¢ni
koeficient lze vypocitat podle vztahu:
XY E[(X — Y —
/?X,Y — COI‘I‘(X, Y) — COV( ) ) — [( /"LX)( /"LY)] (1)

O0x0y O0x0y

kde X a Y jsou poradova cisla pritazend hodnotam nadhodné velic¢iny podle velikosti.
Pfredevsim nés zajimé korelacni koeficient hodnot miry kontaktu s matrici (viz
obr. 2.4) mezi jednotlivymi fezy. Z odhadnutych autokorela¢nich funkci vyplyva, ze
vzdalenost fezil neni vétsi nez autokorelacni délka. Korela¢ni koeficient mezi dvéma
sousednimi fezy u vldken MAG i VET je priblizné 0.5; mtuzeme tedy Fici, Zze hustota
fezll je dostatecna a ziskana data jsou interpolovatelna.
Nyni nasleduje podrobnéjsi porovnani jednotlivych parametri pro vzorky MAG

a VET bez ohledu na prostorové rozdéleni.

1.0 1 1 1 1 1 1 1.0
0.5 0.5 N Gigq e
g g
-~ +
= 0.0} = 0.0f
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-
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~-1.0 I I I I ~-1.0 I I I

Obr. 2.4: Odhad autokorela¢ni funkce miry kontaktu s matrici. Vlevo: MAG, vpravo:

VET.
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2.2.1 Polomér

Z experimentalnich dat byly ziskany statistiky poloméri r vlaken. Svazky typu MAG
maji stfedni hodnotu g, = 1.314 - 1072 mm a smérodatnou odchylku o, = 1.373 -
1072 mm a svazky VET maji stfedni hodnotu poloméru p, = 1.359 - 1072 mm a
smérodatnou odchylku o, = 1.567 - 1072 mm. Histogramy polomért na obr. 2.5 jsou

sestaveny ze vSech naméfenych hodnot na svazku (= 20000).
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radius

Obr. 2.5: Histogramy poloméri vldken ze vSech fezli provedenych na svazku. Vlevo:

MAG, vpravo: VET.

2.2.2 Kontakt s matrici

Mira kontaktu s matrici (contact fraction) nabyva hodnot z intervalu ¢ € (0, 1), tj.
kolik procent obvodu vldkna je obaleno matrici (0 — Zadny kontakt, 1 — dokonaly
kontakt). Na histogramech (obr.2.6) je vidét, Ze svazek MAG ma4 velmi velké mnoz-
stvi vlaken s nulovym kontaktem s matrici (zpisobeno stazenim svazku omotavkou
a z toho vyplyvajici slabé proteceni matrice do svazku), kdezto u svazku VET je

kontakt s matrici rovnomérnéjsi (diky rozvolnénosti svazku).

14— 6
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> 10f &l
<] =]
) 8 ()] | ]
=] S 3
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o) &) 2k i
& af &
27—|_|_H_'_V-1_V-H—v—v—v—l_‘— | 7
0 = 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

contact fraction contact fraction

Obr. 2.6: Histogramy miry kontaktu s matrici celého svazku. Vlevo: MAG, vpravo:
VET.
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2.2.3 Volna délka

Trajektorie vldkna je dana propojenim naidentifikovanych vldken v jednotlivych
fezech pomoci linearni interpolace, z ¢ehoz se vychéazi pii odvozovani nasledujicich
veli¢in — volna délka (bond free length) a relativni protazeni vlakna pted jeho aktivaci
(slack). Tyto dva parametry charakterizuji vliv nepravidelného proniknuti matrice
do vlédkna, ktery vyznamné ovliviiuje efektivni délky jednotlivych vlaken, coz vede na
nerovnomeérné rozdéleni pretvoreni a napéti v prifezu svazku. Lépe zakotvena vlakna
prenaseji vyssi sily nez vldkna volnd a zvlnéna. Parametry jsou vyhodnocovany
po délce vlakna a statistiky jsou vyhodnocovany pro jednotlivé segmenty svazku
mezi fezy. Jedinym parametrem, kterym je mozné konfigurovat tyto dvé hodnoty, je
limitni hodnota miry kontaktu ¢y, kterd udava kdy je vlakno mozné povazovat za
volné a kdy za uchycené. Déle budeme uvazovat ¢, = 0.5, tj. alesponi 50 % obvodu
vldkna je v kontaktu s matrici. Volnd délka vldkna (obr. 2.7) je definovana jako
suma dil¢ich délek mezi dvéma fezy ¢;, mezi kterymi je mira kontaktu ¢ s matrici
mensi nez limitni hodnota ¢y, tedy délka, na které vlakno neni uchyceno v matrici.
Budeme uvazovat dvé volné délky: skutecna délka ¢ = > ¢; a délka ziskand sumou
priumétt diléich délek mezi fezy do osy z, £, = > li. Na histogramech obr. 2.8

je vidét u svazku MAG zastoupeni velkého mnozstvi vlaken volnych v celé délce

svazku.

Obr. 2.7: Vzorové vldkno s vyznacenymi hodnotami miry kontaktu s matrici a z toho

vyplyvajici volnou délkou [,. (¢, = 0.5)

2.2.4 Relativni protazeni vlakna pired jeho aktivaci

Relativni protazeni vlakna (slack) 6 je zpisobeno jeho vlnitosti (oddaluje za¢atek

pfenosu sily vlaknem) (obr. 2.9) a je dano vztahem:

dz
=7 (2)

kde dz je posun koncového bodu vladkna, aby doslo k jeho napnuti a ¢, je primét

0

délky vlakna do osy x pfed jeho napnutim. Histogramy na obr. 2.10 jsou z dat

ziskanych ve stfednim fezu svazku.
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Obr. 2.8: Histogram volnych délek vldken vyhodnoceny v fezu uprostied svazku.

Vlevo: MAG, vpravo: VET.
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-

Obr. 2.9: Urceni vlnitosti pro vzorovy tsek vldkna bez kontaktu s matrici.
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Obr. 2.10: Histogram vlnitosti vyhodnoceny v fezu uprostied svazku. Vlevo: MAG,
vpravo: VET.

2.3 YMBMicro

YMBMicro (Yarn-Matrix-Bond Microstructure analysis) je poéitacova aplikace ur-
¢end pro analyzu experimentalnich dat ziskanych ze svazkt zalitych do cementové
matrice, ktery jsem vytvoril v rdmci dizertacni prace. Prevazna c¢ast vyvoje pro-
gramu probihala béhem stdze na RWTH Aachen pod vedenim Dr. Chudoby. V tomto
programu byly vypocteny vyse uvedené vysledky. Tento program je vytvofen v pro-
gramovacim jazyce Python s vyuzitim balickii:

e Enthought ETS —soubor knihoven pro vytvoreni interaktivni a konfigurovatelné

aplikace s grafickym uzivatelskym rozhranim

44



e NumPy, SciPy — védecké vypocty, knihovny pro praci s poli

e Matplotlib, Mayavi — 2d a 3d vizualizace

Na obrazku 2.11 je zobrazeno propojeni jednotlivych ¢asti balicku.

ymb_micro

ymb_pullout // ymb_cross_correl

ymb_pdistrib

ymb_auto_correl
ymb_hist / ymb_view2d

ymb_data

ymb_view3d

Obr. 2.11: Schéma balicku YMBMicro a propojeni jednotlivych c¢asti.

Popis struktury a hlavnich ¢asti programu:

ymb_data — obsahuje tfidy pro zpracovani, kontrolu a vyhodnoceni dat; YMB-
Source — nacteni dat z textovych soubori a jejich zakladni analyza; YMBData
(YMBCutData, YMBSegmentData) — vypocet parametrti, uvedenych v pred-
chozi ¢asti, ze zdrojovych dat; YMBCutData — vypocet hodnot parametri v fe-
zech provedenych na svazku a YMBSegmentData — vypocet po délce vlakna,
které je fezy rozdéleno na segmenty

ymb_view3d — rekonstrukce 3D modelu svazku pro vizualni kontrolu ziskanych
dat pomoci programu mayavi (YMBView3D); obr. A.1

ymb_view2d — zobrazeni dat a hodnot parametri na v fezech pro vizualni kon-
trolu pomoci knihovny matplotlib (YMBView2D); obr. A.2

ymb_hist — statistické vyhodnoceni parametri (histogramy, stfedni hodnota,
smérodatnd hodnota) (YMBHist); obr. A.4

ymb_auto_correl — vypocet autokorelacni funkce po délce vldkna; obr. A.5 a A.6
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e ymb_pdistrib — priprava poli s integracnimi body néhodnych parametri ze
ziskanych histogramii nebo definovanych pravdépodobnostnich rozdéleni pro
ymb_pullout; obr. A.7 stfedni ¢ast okna

e ymb_pullout — ymb_pdistrib preda pripravenéd pole integracnich bodi instanci
tfidy SPIRRID stejnojmenného balicku, ktery popsan v nasledujici kapitole 3,
jako parametry funkce odezvy, jejiz odhad stfedni hodnota je spocitan a zob-
razen v grafickém okné uzivatelského rozhrani (YMBPullout); obr. A.7

V této kapitole byly popsany vysledky dvou typu vlaken MAG a VET. Sou-

hrnné tabulky vysledka ¢tyt typt vldken jsou uvedeny v priloze A. Vysledky byly

publikovany na dvou zahrani¢nich konferencich [54, 55].
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3 VYPOCET STATISTIK FUNKCE NEZAVIS-
LYCH NAHODNYCH VELICIN

V predchozich kapitolach byly ziskany statistické informace o geometrii vldken uvnitt
vzorku (kapitola 1) a geometrie vldken ze svazku zalitého v matrici. Ziskané para-
metry jsou ndhodné velic¢iny, které vstupuji do funkci pro popis chovani vldkna
(svazku).

Odezva vlakna je funkci mnoha nezavislych ndhodnych veli¢in. Hledaji se sta-
tistiky funkce (napt. odezvy vldkna), aby bylo mozné nalézt napt. stfedni odezvu
vlakna a zhodnotit jeji variabilitu. Problém lze prevést na aproximaci pravdépodob-
nostnich integralt. Cilem je navrzeni obecné a ptitom efektivni implementace kédu,
ktery potfebné pravdépodobnostni integraly vypocita. Cilem je vypocet statistic-
kych momentid nahodné veli¢iny () definované jako funkce proménné € a nahodnych

veli¢in 6, ...0,:

Q=1q(50,....00) (1)
Kontrolni proménné ¢ mize byt i vektorem nékolika proménnych (posun, ¢as, po-
loha, ...). k-ty statisticky moment takovéto veli¢iny je
k
(o) = [ lalei0)" 9(6) do. 2)

Jelikoz jsou zde uvazovany pouze nezavislé nahodné velic¢iny, miizeme sdruzenou

hustotu pravdépodobnosti g(€) (PDF) nahradit sou¢inem marginalnich hustot

:/@ / (&0 g1(01) - g (60) A0y . dB,. (3)

Integrace je provedena numericky pouzitim sumy pies diskretizovanou nahodnou

oblast

Z Z (561 . 0,)]° AGL(6) ... AG(6,), (4)

-~

Qk AG

kde AG;(0;) oznacuje vahové faktory zavislé na typu diskretizace (sampling), které
budou uvedeny nize. Rozdéleni integracnich bodt ©; na ndhodné doméné muiize byt
vyjadieno jako:

©;,=[0,j€l...n], i €l...m, (5)

kde n; je pocet integracnich bodi i-té veli¢iny. Existuje mnoho zptisobt jak pokryt
nahodnou doménu pomoci integracnich bodfi [14, 18, 30, 31, 33, 40]. Ctyf¥i z nich

jsou studovany v nasledujicich kapitolach.
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3.1 Diskretizace domény nahodnych veli¢in

V této ¢asti budou uvedeny a popsany ¢tyfti zptsoby diskretizace domény nahodnych
velicin. Dvé alternativy, které pokryvaji vysetfovanou oblast pomoci rastru hodnot
a dvé, které integrovanou oblast pokryvaji neuspofadanou (pseudo-ndhodnou) mno-

zinou bodu.

3.1.1 Rovnomeérné déleni domény nahodnych veli¢in (TGrid)

Doména kazdé nahodné veli¢iny je rovnomérné pokryta hodnotami 6;;. Jednotlivé
integrac¢ni body v N-dimenzionalnim prostoru se ziskavaji systémem ,kazdy s kaz-
dym* (full factorial design, pfimy determinovany pravdépodobnostni vypocet [20]),
viz obr. 3.5 vlevo nahote. Je-li pocet déleni u jedné velic¢iny N;, pak celkovy pocet

bodt je [[", N;. Pravdépodobnost nélezejici integra¢ni buiice je ziskdna jako

kde A#; oznacuje sitku integracni bunky.

3.1.2 Nerovnomérné déleni domény nahodnych veli¢in s kon-

stantni pravdépodobnosti m;; (PGrid)

Doména néhodné veli¢iny je pokryta nerovnomérné na zakladé konstantni prav-
dépodobnosti vybéru, viz obr. 3.5 vpravo nahote. Transformace pravdépodobnosti
do ndhodné domény © v rovnici (5) je provadéna pro kazdou ndhodnou veli¢inu

¢t =1...m s pouzitim inverzni distribu¢ni funkce:
0y = G (myy) (7)

kde hodnoty m;; jsou ziskany jako
2j—1
2712‘ '

(8)

Takto ziskana integrac¢ni bunka ndhodné veli¢iny mé konstantni pravdépodobnost

7T2‘j =

(vdhu) pro vSechny jeji integra¢ni body:
1
AG;(0;) = — (9)
nl
a kazda integracni buiilka vSech ndhodnych veli¢in mé konstantni pravdépodobnost

v m-rozmérném prostoru nahodnych veli¢in

AGO) =T~ (10)
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Obr. 3.1: Schéma znézornujici princip ziskani hodnot ndhodné veli¢iny X inverzni
transformaci: metoda Monte Carlo (MCS, vlevo) a Latin Hypercube Sampling

(vpravo).

Tento typ diskretizace je kombinaci rastrového typu a konceptu Monte-Carlo s kon-

stantni hodnotou pravdépodobnosti integrac¢ni buriky.

3.1.3 Klasicka metoda Monte-Carlo (MCS)

Misto pouziti uspotfadanych hodnot 7;; uvedenych v rovnici (8) jsou pravdépodob-
nosti ndhodné vybirany z intervalu m;; € (0,1) a odpovidajici hodnoty integrac¢nich
bodu jsou vypocteny z inverzni distribu¢ni funkce (7), viz obr. 3.1 vlevo. Pole ©;
jsou jednorozmérna pole obsahujici n; = ng, hodnot pro kazdou ndhodnou veli¢inu

a vypocet je potom proveden pomoci jediného cyklu (sumace):

Nsim 1
1 (e) = Z\q (87‘91]7 7‘9mJ)]kj N (11)
_]:1 52 S1m

3.1.4 Latin Hypercube Sampling (LHS)

Tato metoda, sofistikovanéjsi verze metody Monte Carlo, vyuziva rovnomérného
pokryti pravdépodobnosti distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny. Hodnoty integrac¢nich
bodi metody LHS pokryvaji rovnomérnéji jednotkovou hyperkrychli vzorkovacich
pravdépodobnosti m;; nez vzorky klasické metody Monte-Carlo. V disledku toho je
rozptyl odhadi statistik jako je napt. (11) nizsi v porovnani s klasickou metodou
MCS [11, 16, 17, 19, 29, 36, 43].

Podobné jako v ptipadé MCS jsou data v jednorozmérném poli a integrace je

provedena jedinym cyklem jak je pfedepsano v (11). Integra¢ni body v (7) jsou
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ziskany z pravdépodobnosti vypocitanych jako:

QT‘ij -1
e — =Y~ 12
) 2nsim ( )
kde r;; je matice o velikosti (m, ngm ) obsahujici ndhodné permutace poradil, ..., ngm

pro kazdou nahodnou veli¢inu. Timto zptisobem je vybran stfed kazdé vrstvy jako

integracni bod, obr. 3.1 vpravo.

3.2 Implementace v jazyce Python — rovnomeérné
déleni domény

V této casti bude pfedveden zptisob implementace jednoduché funkce odezvy taze-
ného vldkna se dvéma m = 2 ndhodnymi parametry A a £ v programovacim jazyce
Python [39]:

q(es A &) =Ae-H(§—¢)-He). (13)

kde H(z) je Heavisideova funkce, ktera vraci 0 pro z < 0 a 1 pro x >= 0. Funkce
(13) vraci hodnotu napéti pro kladné ptetvoreni e linedrné pruzného kiehkého vlakna
s tuhosti A a meznim pfetvorenim &, viz obr. 3.2 vlevo. Zamérné byla zvolena funkce
obsahujici nespojitost, abychom mohli studovat schopnosti integra¢niho algoritmu
reprodukovat stfedni odezvu i u funkci s nespojitosti. Na obrazku 3.2 vpravo jsou
vykresleny stfedni hodnoty funkce dvou nezavislych ndhodnych veli¢in (14) pro dana

pretvoreni ¢ a vybrané realizace funkce (13).

“w — 14
12 § 12
10 510
<8 <8
u° KON
S 4 A 4
2 ] 2l
- o ‘
0.0 02 04 06 08 1.0 1.2 14 00 02 04 06 08 1.0 1.2 14

e [-] e [-]

Obr. 3.2: Vlevo: Odezva vldkna definovana dvouparametrickou funkei (linearné
pruzné vldkno s definovanym meznim pfetvofenim). Vpravo: Stfedni odezva jed-
noho vldkna (ernd silnd ¢ara) a vybrané simulace funkce odezvy jednoho vlédkna
(Sedé kiivky).
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Zapojime-li velké mnozstvi takovychto vldken, kterd maji ndhodné materidlové
parametry A\ a &, paralelné, pak odezvu délenou poc¢tem vldken miizeme vypocitat

jako stfedni hodnotu odezvy vlakna uvniti svazku:

1a(€) =Y > q(55M,€) gage ALAD, (14)

Nyni bude prezentovan algoritmus implementace této funkce (14) v programova-
cim jazyce Python. Nejprve jsou nadefinovany hustoty pravdépodobnosti (normélni
rozdéleni) parametrd A a ¢ (fadky 13 a 14) pomoci statistické funkce z balicku
scipy.stats. V dalsim kroku je defini¢ni obor obou parametrii ©, a O, rozdélen na

Nine = 10 hodnot rovnomérné pokryvajicich defini¢ni obor velic¢in.

from scipy.stats.distributions import norm # import normal distribution 1
import mmpy as np 2

3
# set the mean and standard deviation of the two random variables 4
m_la, std_la = 10.0, 1.0 5
m_xi, std_xi =1.0, 0.1 6

7
# construct objects representing normal distributions 8
pdistrib_la = norm(loc = m_la, scale = std_la) 0
pdistrib_xi = norm(loc = m_xi, scale = std_xi) 10

11
# access methods for the evaluation of probability density functions 12
g la = pdistrib_la.pdf 13
g xi = pdistrib_xi.pdf 14

15
n_int = 10 # number of discretization points 16

17
# discretize the range (-1,1) symmetrically with n_int points 18
theta_arr = np.linspace(-(1.0 - 1.0 / n_int), 1.0 - 1.0 / n_int , n_int) 19

20
# cover each random variable symmetrically around the mean 21
theta_la =m_la + 4 * std_la * theta_arr 22
theta_xi =m_xi + 4 * std_xi * theta_arr 23

24
# get the size of the integration cells 25
d_la = (8 * std_la) / n_int 26
d_xi = (8 * std_xi) / n_int 27

Funkce odezvy je naimplementovana podle rovnice (13):

def Heaviside( x ): 28
??7 Heaviside function ’’’ 29
return x >= 0.0 30

31

51




def g_eql13( eps, la, xi ): 32
??’ Response function of a single fiber ’’’ 33
return la * eps * Heaviside(xi - eps) 34

Poznamenejme, Ze misto pouziti podminky if a else pro zavedeni nespojitosti (Fadky
32-34) (tj. zjisténi zda je ¢ neni vldkno pretrzené), byla pouzita Heavisidova funkce
(fadky 28-30). Parametry la a xi takto definované funkce mohou byt skalary nebo
pole, protoze tato implementace umoznuje “vectorizovany” vypocet funkce. Pouziti
if a else umoznuje zadavat pouze skalarni parametry.

Pfimé implementace rovnice (14) pomoci t¥i cykli je zde uvedena pouze pro
ilustraci: jeden cyklus pro ziskdani hodnot pro danéd pretvoreni ¢ a dva cykly pfres

definiéni obor parametrti ©, a ©O;.

def m1_g_eq14 loops(eps_arr): 35
# define an array of the same size as eps_arr initialized with zeros 36
m1_qg_arr = np.zeros_like(eps_arr) a7
# loop over the control variable (strain) 38
for i, eps in emmerate(eps_arr) : 39

IIIll_q =0.0 40

# loops over the arrays of lambda and xi values a1

for la in theta_la: 42
for xi in theta xi: 43

dG = g la(la) * g xi(xi) * d_la * d_xi a4

m_q += g_eql3(eps, la, xi) * dG 15

m_qg arr[i] =m_q 16
return mu_q_arr 47
48

# prepare the sequence of the control strains in a mumpy array 49

eps_arr = np.linspace(0, 1.2, 80) 50

mi_qg_arr = m_q_eql4_loops(eps_arr) 51

Tato implementace je velmi pomald v porovnéni s jazykem C (asi 1000x). Efektiv-
néjsi implementace v jazyce Python je dosazeno s vyuzitim balicku numpy a scipy,
které poskytuji efektivnéjsi funkce pro praci s poli. Tato implementace je omezena
velikosti fyzické paméti pocitace. Pamét M potfebna pro vypocet je M o [[; n;.

Zrychleni vypoctu vicerozmérného integralu je docileno vyhnutim se Pythonov-
skému cyklu for pouzitim zakladnich operatort pro praci s poli obsazenymi v balicku
numpy. Vyrazy v (14) @ a AG mohou byt vypocitany jednotlivé pro vSechny kom-
binace parametrii diskretizované ndhodné domény © = O, x O, jako dvourozmérna
pole a nasledné jsou pouzity operatory pro nasobeni a sumaci poli obsazené v numpy.
Pole obsahujici vahové faktory AG miize byt vypocitano pouzitim metod balickt

numpy a scipy nasledovné:
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dG_la = g la(theta_la) * d_la 52
dG_xi = g _xi(theta xi) * d_xi 53
dG_grid = dG_1a[:,np.newaxis] * dG_xi[np.newaxis, :] 54

Na prvnich dvou tadcich 52-53 jsou pouzity PDF funkce g_la a g xi predpfipra-
vené na tadcich 13-14. Pole hodnot theta_la a theta xi jsou jednorozmérna a pokry-
vaji rovnomeérné definicni obor ndhodnych veli¢in A a €. Vysledkem volani funkce
g la(theta_la) je pole hodnot PDF pro kazdou hodnotu obsazenou v poli theta la.
Tento vektorizovany vypocet je proveden pomoci kompilované numerické knihovny
balicku numpy. Smycka (for) pfes prvky pole neni pfimo definovan v nasem kédu,
proto je ¢asto nespravné oznacovan jako kéd bez cykli (loopless).

Implicitni cykly jsou pouzity pii vypoctu dG_grid na fadku 54 vracejici dvou-
rozmérné pole sdruzenych integracnich vah: AG¢(6), 0¢) = AGA(0))-AGe(0¢), VO, €
0,,V0: € O Radek 54 ukazuje pouziti indexovych operatori v numpy k soucinu
dvou poli, abychom se vyhnuli pomalému Pythonovskému cyklu. Princip pouziti
implicitniho cyklu:

e Jednorozmérnému poli dG_la a dG_xi ndhodnych veli¢in A a £ je pfidana nova
dimenze a vznikd dvourozmérné sloupcové pole (dG_la[:,np.newaxis]) a Fadkové
pole (dGxi[np.newaxis,:]). Indexovy operator [:] zastupuje fez pole, tj. jsou po-
uzity vSechny hodnoty této dimenze. Index np.newaxis zavadi novou dimenzi
o délce 1. Ortogonalni tvar poli dG_la[:,np.newaxis] a dG_xi[np.newaxis,:] je vy-
uzit pfi operaci zvané ,broadcasting® (expanze poli), princip je zndzornén na
obrazku 3.3: vynasobime-li sloupcovy vektor A o velikosti (m,1) fadkovym
vektorem B o velikosti (1,n), vyslednd matice ma velikost (m,n). Neexistu-
jici sloupce matice A a neexistujici fadky matice B jsou rozsifeny hodnotami
z prvniho sloupce resp. fadku, tj. ag2..m) = a(1j) a be..n,j) = b,

Popsany zptisob je pouzitelny pro vice poli i vicerozmérné pole, napi.:

e soucin t¥i jednorozmérnych poli (obr. 3.3 dole)
dG_grid = dG_t1[:,np.newaxis,np.newaxis| * dG_t2[np.newaxis,np.newaxis,:| * dG_t3|
np.newaxis, :,np.newaxis|

e soucin dvou dvourozmérnych poli (obr. 3.3 uprostied)
dG_grid = dG_t1[:,:,np.newaxis] * dG_t2[:,np.newaxis, ]

Toto vyznamné zvysuje rychlost vypoctu — vzhledem ke kédu napsaném pouze v pro-
gramovacim jazyce Python — diky vektorizovanému algoritmu, ktery poskytuje do-

statecny vykon béhem vyvojové faze aplikace.
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A[:, newaxis] B[newaxis, :] A[:, newaxis] * B[newaxis, :]
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* % _
a, e = | @ kb

Obr. 3.3: ,Broadcasting” — znazornéni principu expanze poli na jejich souc¢inu (ana-

logicky ostatni operace (+, -, /)).

Méame-li pole pravdépodobnostnich vah AG, mizeme pristoupit k implementaci
funkce odezvy ¢(e; A, €) definované v rovnici (13).

Analogicky k poli pravdépodobnostnich vah AG jsou ziskany hodnoty pole @)
hodnot funkce odezvy (opét s vyuzitim broadcastingu). Vyraz q(eps, theta_la[:,
np.newaxis|, theta_xi[np.newaxis, :]) vraci hodnoty funkce odezvy pro vSechny kombi-
nace parametri A a ¢ jako dvourozmérné pole. Cely vyraz (14) muze byt vypocitan

pouzitim nasledujici metody

def mu_qg_eql4(eps): -
’?? Summation / integration over the random domain ’’’ 6
q_grid = q_eq13(eps, theta_lal:,np.newaxis], theta_xi[np.newaxis,:]) 57
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# element by element product of two (n,n) arrays 58

q_dG_grid = g_grid * dG_grid 59
return np.sum(q_dG_grid) 60

Vysledkem volani mu_q_eq14(1.0) je stfedni odezva pro hodnotu pfetvoreni e = 1.0,
viz bod vyznaceny na obrazku 3.2 vpravo. Abychom ziskali odezvu pro vice hodnot
pretvoreni béhem jednoho volani funkce, funkce mu_q_el4 muize byt vektorizovana,

aby mohla pfijimat pole jako vstupni parametr:

m1_qg_eql4_vct = np.vectorize( mi_q_eql4 ) 61
# eps_arr from line 50 reused here 62
m_g_arr = m_q_eql4_vct(eps_arr) 63

Konecné vykresleni mize byt provedeno pouzitim knihovny matplotlib (rozhrani na-

zvané pylab se syntaxi podobnou Matlabu):

import pylab as p 64
p.plot(eps_arr, mi_q_arr) 65
p.show() 66

Vysledkem je graf stfedni odezvy zobrazeny na obr. 3.2 silnou kfivkou. Uvedeny
priklad popsal kroky potiebné béhem vyvoje numerické aplikace. Uvedeny skript
je limitovan konkrétni funkci odezvy a preddefinovanym zptisobem déleni domény
nahodnych veli¢in. Nyni bude predstaveno zobecnéni pro rtizné typy diskretizace a

vytvoreni univerzalni Ssablony.

3.3 Zobecnéni implementace pro ruzné typy dis-

kretizace

Abstraktni matematickd formulace (rovnice 4) umoziiuje pouziti libovolné funkce
odezvy q(g;0) a pravdépodobnostnich rozdéleni g;(6;). Je vhodné tuto flexibilitu
matematického modelu zachovat i pfi jeho implementaci. Ukazkovy skript v prede-
slé ¢asti vyuziva rovnomeérné diskretizace domény nahodnych veli¢in (6). Abychom
mohli snadno implementovat i dalsi tii metody uvedené v ¢asti 3.1, vytvorime obec-
nou Sablonu, ktera je nezavisla na typu diskretizace. S funkci mtze byt v Pythonu
zachazeno jako s proménnou, ¢ehoz vyuziva nasledujici kdd, ktery definuje integrac¢ni

proceduru bez urceni konkrétni datové struktury integracnich bod:

def get_mu_q(q, dG, *theta): 67
7?7’ Return a method integrating the function q 68
with variables *theta associated with probabilities dG 69
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)))) 70

def mu_q(eps) : 7

Q_dG = q(eps, *theta) 72
Q_dG *= dG # in-place multiplication 73
return np.sum(Q_dG) 74
return np.vectorize(m_q) 75

Funkce get_-mu_q tvofi obecnou metodu pro vypocet integralu (14) a/nebo (11) pro
libovolnou funkci odezvy q a seznam proménnych dG a *theta. Tento kéd je neza-
visly na typech vstupnich veli¢in, a proto miize byt pouzit pro vytvoreni integrac¢ni
procedury vsSech ¢tyt typu diskretizace. V této podobé kdd obsahuje algoritmy in-
tegrace, které jsou obecné pro vsechny typy diskretizace, ale zlistava otevieny pro

dalsi typy diskretizace.

Funkce pro TGrid Hodnoty AG a ©; ziskané dfive jsou znovu pouzity pii vytva-

feni funkce mu_q a vypoctu stfedni odezvy:

#HAH 1) reuse the dG_grid and theta arrays (lines 22, 23 and 52-54) 76
#HAH 2) instantiate the template with the randomization 7
m_q = get_mu_q(q_eql3, dG_grid, theta_lal: ,np.newaxis], theta_xi[np.newaxis,:]) 78
#HHH 3) estimate the mean response and plot the result 79
m1_qg_arr = mu_g(eps_arr) 80

Funkce pro PGrid Algoritmus integrace zaloZeny na rastru s konstantni pravdé-
podobnosti vybéru se sklada z nasledujicich krokt: (1) Rovnomérné rozdéleni in-
tervalu pravdépodobnosti (0, 1), vypocet hodnot ndhodnych veli¢in pomoci inverzni
distribu¢ni funkce (ppf) a vypocet poctu simulaci ngm = [[; ni; (2) vytvoreni

metody pro vypocet stfedni odezvy a (3) vypocet hodnot pro dané pfetvoreni e.

#HAH 1) generate the equidistant array of sampling probabilities 81
pi_arr = np.linspace(0.5 / n_int, 1. - 0.5 / n_int, n_int) 82
# use ppf (percent point function) returning inverse probabilities (lines 9, 10) s
theta_la = pdistrib_la.ppf (pi_arr) 84
theta xi = pdistrib_xi.ppf (pi_arr) 85
# get the total number of integration points (n_int equal for both variables) 86
n_sim = n_int *x 2 # (where 2 is the number of random variables) 87
#HAH 2) instantiate the above template with the randomization 88
m_q = get_mu_q(g_eq13, 1.0 / n_sim, theta_la[:,np.newaxis], theta_xi[np.newaxis,:]) so
#HAH 3) estimate the mean response 90
m1_qg_arr = mu_g(eps_arr) 91

V této implementaci je opét vyuzito expanze poli (,,broadcasting, fadek 89) a misto

pole vah dG_grid je pouzita pouze konstantni hodnota AG = 1/ngp,.
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Metoda MCS Funkce get_mu_q mtze byt také pouzita spolu s metodou Monte
Carlo, ktera pokryva doménu nerovnomeérné. Pro porovnani rastrovych variant s va-
riantami typu Monte Carlo je uvazovan stejny pocet vyhodnoceni funkce, tedy pocet
simulaci je ngy, = H:n:1 n;, kde n; je pocet integracnich bodi i-té ndhodné veliciny

pouzité v rastrovych typech diskretizace.

#HHH 1) generate n_sim random realizations using pdistrib objects (lines 9, 10) o2

theta la rvs = pdistrib_la.rvs(n_sim) 93
theta_xi_rvs = pdistrib_xi.rvs(n_sim) 94
#HHH 2) instantiate the integration template with the randomization 95
m_q = get_mi_q(q_eql3, 1.0 / n_sim, theta_la_rvs, theta xi_rvs) 96
it 3) estimate the mean response 97
mi_g_arr = mu_q(eps_arr) 98

Hodnota AG je opét konstantni. Integracni body, vstupujici do vypoctu, jsou uspo-

fadany v jednorozmérném poli.

Metoda LHS Nejdfive je pfipraveno pole s ng, (uspofddanymi) hodnotami 6;
pomoci inverzni distribu¢ni funkce (percent point function ppf). Pofadi hodnot v poli
je zménéno pomoci funkce np.random.permutation, abychom ziskali nezavislé vektory

nahodnych veli¢in (staci provést pro m — 1 ndhodnych velicin).

#HHHE 1) generate n_sim values of random nature (n_sim as above) 99
pi_arr = np.linspace(0.5 / n_sim, 1. - 0.5 / n_sim, n_sim) 100
# get the ppf values (percent point function) using pdistrib objects 101
# defined at lines 9, 10 102
theta_la ppf = pdistrib_la.ppf (pi_arr) 10
theta xi_ppf = pdistrib_xi.ppf(pi_arr) 104
# make random permutations of both arrays to diminish correlation 105
# (not necessary for one of the random variables) 10
theta_la = np.random.permutation(theta_la_ppf) 107
theta_xi = theta_xi_ppf 108
#HHH 2) instantiate the above template with the randomization 109
m_q = get_mu_q(g_eq13, 1.0 / n_sim, theta_la, theta_xi) 110
#HHH 3) estimate the mean response 111
mi_qg_arr = mu_g(eps_arr) 112

Obrazky 3.4 a 3.5 ukazuji vysledky ¢tyr implementovanych algoritmti. Pro varianty
s rovnomérnym rastrem (TGrid, PGrid) je pouzito n) = n¢ = 10 integrac¢nich bodu.
U variant typu Monte Carlo (MCS, LHS) je pouzit pocet integra¢nich bodu ngj, =
n™ = 102

Dalsim krokem je vytvoreni obecné implementace, ktera vytvaii interaktivni ob-
jekt, ktery tyto operace provadi automaticky. Toho je dosazeno ve vyvinutém pro-
gramovém baliku SPIRRID.

o7



1.4 ° e e ° e ° e o | 1.4
1.3F o ° ° ° ° ° ° ° ° o 1.3¢
12 ° ° ° ° ° ° ° ° ° o | 12» .. .
]“17 L] o L] L] L] L] L] L] L] L] 1 1.17 : : :
w1l0 L] o L] L] L L] L] L] L] L] | w1.0» § § §
0.9¢ e e e ° ° e ° ° e ° | 0.9¢ : : :
08 ° ° ° ° ° ° ° ° ° e 08’ ° ° °
0.7 ° e e e e e e e ° ° 0_7,
0.6 ‘l l. .‘ .l L] ) L] ‘. L] T .l‘ 0.6’] ‘ ‘ ) ‘ ) ‘ ) ‘7
6 7 8 9 10 11 12 13 14 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A A
18 TGrid 18 | PGrid
16f| --- exact solution 1 16f| --- exact solution
14}| =— numerical integration 1 14}| =— numerical integration
— —
w12 ] W12
,{ 10 j/ ,{ 10
~ 8 %ﬁj/ ~ 8 T
W ] W
=5 =SEI |
4 * 4 LTH
2 L-‘ 2 L
0 0 : : ,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

e [-] e [-]

Obr. 3.4: Rastr pokryvajici ndhodnou doménu a vypoctena stfedni odezva pro dané

integracni schéma dvouparametrické funkce odezvy (rastrové typy).

3.4 SPIRRID

Implementace uvedené vypoctové procedury byla rozsifena a zobecnéna v balicku
pojmenovaném spirrid. Implementace zachovava abstraktni matematickou formulaci,
kterd vede k vysoké flexibilité. Hlavni rysy balicku jsou shrnuty v nasledujicich
bodech:

e Jednoduchd integrace nové nebo jiz existujici funkce odezvy ¢(e, 8), ktera je
definovana jako funkce nebo jako instance tridy.

e Flexibilni a interaktivni zména parametri. Proménné € mohou byt zadany jako
vicerozmérna pole. Nahodné parametry mohou byt zadany pravdépodobnost-
nim rozdélenim obsazenym v balicku scipy.stats.distribution nebo uzivatelsky
definovanym rozdélenim PDistrib.

e Volba zptsobu diskretizace domény nahodnych veli¢in volbou jedné ze ctyt
vySe uvedenych typi: TGrid, PGrid, MCS a LHS.

e Volba kédu integra¢niho algoritmu je mozna mezi numpy a kompilovanym C
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Obr. 3.5: Pokryti nahodné domény integracnimi body a vypoctena stiedni odezva

pro dané integra¢ni schéma (Monte Carlo metody).

a je generovan na pozadani za béhu aplikace.

e Hodnoty rozptylu i kovariance mohou byt vypocteny soucasné se stfedni hod-
notou.

e Zavislosti mezi vstupy a mezivysledky jsou explicitné sledovany: pokud se
zméni vstupni parametry a parametry instance tfidy SPIRRID, jsou zavislé
hodnoty prepocitany pii dalsim pristupu.

Struktura implementace je znézornéna pomoci UML diagramu tfid [8], obr. 3.6.

Néavrh tiid byl proveden s ohledem na flexibilitu pro t¥i zakladni tlohy:

Specifikace funkce odezvy q jako volatelny objekt; proménné evars jako slovnik
(ndzev parametru funkce q; hodnota/pole hodnot pro dany parametr); a slov-
nik ndhodnych veli¢in tvars funkce q (ndzev ndhodné veli¢iny; deterministicka
hodnota/instance pravdépodobnostniho rozdéleni PDistrib).

Diskretizace ndhodné domény je definované parametrem sampling_type = [ TGrid’,

'PGrid’, 'MCS’, 'LHS’] ur¢ujicim jednu z implementovanych metod. Generovani
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Obr. 3.6: UML diagram tiid obecné implementace algoritmu vicerozmérné nume-

rické integrace.

nahodného vybéru je provadéno ve tfidé Sampling, ktera vraci pole © a odpo-
vidajici pole pravdépodobnostnich vah AG.

Generovani kédu je definovdno parametrem codegen_type = [numpy’, 'weave’,
'cython’]. Kéd je generovan za béhu aplikace pro aktudlni nastaveni ndhod-
nych veli¢in a typ diskretizace.

Prislusné soucasti balicku jsou propojeny ve tfidé SPIRRID. Nasledujici kéd ukazuje

pouziti aplikace SPIRRID:

1. vytvoreni instance tfidy SPIRRID a nastaveni parametri vypoctu: nastaveni
funkce a pole pretvoreni ¢, definovani nahodnych veli¢in a vypocet integralu
je proveden pomoci numpy

2. smycka for provadéjici vypocet stiedni hodnoty pro jednotlivé typy diskretizace
definované v seznamu [ TGrid’, 'PGrid’, '"MCS’, 'LHS']

3. vykresleni vyslednych pribéhu stfedni hodnoty odezvy vlakna

from stats.spirrid import SPIRRID, RV 113
s= SPIRRID(q = q_eq130), 114
eps_arr = np.linspace(0, 1.2, 80), 115
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tvars = dict(la = RV(distr = ’norm’, loc = 10, scale = 1.0, n_int = 10), 114

xi = RV(distr = ’norm’, loc = 1, scale = 0.1, n_int = 10)), 117

codegen_type = ’numpy’) 118

119

# plot results for all implemented sampling types 120
for sampling type in [’TGrid’, ’PGrid’, ’MCS’, ’LHS’]: 121
s.sampling type = sampling type 122
p.plot(s.eps_arr, s.m_qg_arr, label = sampling type) 123
124

# plot all results in a single figure 125
p.show() 126

3.5 Propojeni jednotlivych ¢asti balicku SPIRRID

Jednotlivé ¢asti tridy SPIRRID jsou propojeny pomoci atributt obsazenych v knihovné

Inicializace — nastaveni vychozi hodnoty proménné pred jejim prvnim pouzitim
vV programu

Ovéreni — typ proménnych je pomoci traits explicitné definovan a pii zadavani
hodnot je ovérovan.

Delegovani — hodnota s atributy traits muize byt definovana pfimo v objektu nebo
delegovana z jiného.

Sledovani zmén — nastaveni hodnoty muze vyvolat udalost, ktera vyvola prislus-
nou operaci (napf. pii zméné vstupu jsou prepocitany vSechny hodnoty, ve
kterych se tento vstup vyskytuje).

Vizualizace — uzivatelské rozhrani umoznuje uzivateli interaktivné ménit hodnoty
a muze byt automaticky vytvofeno pomoci atribut definovanych v traits.

Napft. tfida RV, ktera je pouzita pro definovani vlastnosti ndhodnych veli¢in: rozdé-

leni, parametry a pocet integracnich bodf.

from enthought.traits.api import HasTraits, Str, DelegatesTo, Int \ 127
cached_property 128
from stats.pdistrib import PDistrib 129
130

class RV(HasTraits) : 131
??’Class representing a random parameter of the response function. 132
) 133]

# string specifying the type of the distribution: ’norm’, ’wmiform’, ... 134
distr_type = Str(’norm’) 135
# parameters of the distribution 136
loc = Float(0.0) 137
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scale = Float(0.0) 138

shape = Float(1.0) 139
140

# number of integration/discretization points 141
n_int = Int(40) 142
143]

# object representing the probabilistic distribution as a property of RV 144
# it is constructed only if the parameters of the distribution have changed. 145
distr = Property( depends_on = ’loc, scale, shape’ ) 146
@cached_property 147
def _get_distr(self): 14
return PDistrib(type = self.distr_type, 149
loc = self.loc, scale = self.scale, shape = self.shape) 150

151

# Methods returning pdf, cdf and ppf are delegated to the ’distr’ trait 152
pdf = DelegatesTo(’distr’) 153
cdf = DelegatesTo(’distr’) 154
ppf = DelegatesTo(’distr’) 155

Triida RV ukazuje pouziti jednoho mozného zptsobu reakce na zmény parametri,
specifikovanych v depends_on='loc, scale, shape’ , pouzitim @cached_property. Ak-
tualizace této proménné typu Property je provedena se zpozdénim, tj. pti dalSim
pfistupu k této proménné distr (okamzitd aktualizace proménné muZe byt prove-
dena pouzitim @on_trait_change('loc, scale, shape') nad definici metody.).

Na obrazku 3.7 je jednoduché uzivatelské rozhrani programu SPIRRID sesta-
vené pomoci funkce View obsazené v balicku Enthought traits. Toto rozhrani obsa-
huje vsechny diive popsané vypoctové casti usporadané do nésledujicich zalozek:
(1) volba funkce odezvy a nastaveni deterministickych hodnot parametri, (2) volba
ndhodnych parametrt, (3) definovani pravdépodobnostniho rozdéleni a jeho para-
metri, (4) spusténi vypoctu, (5) nastaveni vypoctu (typ diskretizace a jazyk im-
plementace) a (6) vykresleni vypoctenych stiednich kiivek funkce (odezvy vldkna).
Uzivatelské rozhrani je konfigurovatelné — rozlozeni jednotlivych zalozek si mtize

uzivatel uzptsobit podle potieby.

3.6 Testovani aplikace SPIRRID

V této ¢asti bude porovnana efektivita rtznych konfiguraci balicku spirrid: (a) rych-
lost vypoc¢tu pro jednotlivé typy diskretizace domény nahodnych veli¢in, (b) rychlost
konvergence jednotlivych typa diskretizace a (c) rychlost vypocétu v zavislosti na

programovacim jazyku, ktery byl pouzit pro implementaci pravdépodobnostniho in-
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Obr. 3.7: Uzivatelské rozhrani instance tfidy SPIRRID.

tegralu. Tyto testy byly provedeny na dvouparametrické (a, b, ¢) a pétiparametrické
(a, c¢) funkci (odezva vlédkna) obsahujici nespojitost, kterd je definovana Heaviside-

ovou funkeci.

3.6.1 Dvouparametricka funkce odezvy

Testovéani bylo provedeno na dvouparametrické funkci (13), jejiz implementace byla
popsana v ukazkovém skriptu. Oba parametry A a £ byly uvazovany nahodné nor-
malné rozdélené velic¢iny, tab. 3.1. Tato funkce a rozdéleni byla pouzita, protoze
je mozné jednoduse ziskat presné analytické TeSeni, které je pouzito pri testovani
presnosti jednotlivych typt diskretizace. Piesné feseni je:
€ 2(e —
exact(g) — IU’L 1 — erf \/_( :uﬁ) (15)
a 2 20'5
kde erf(x) je chybovéa funkce definované jako erf(z) = % Jy et dt. Konvergence

jednotlivych typt diskretizace byla studovana v zavislosti na poctu integracnich
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1 o CoV pozn.

A 10 1 0.1 tuhost vldkna

19 1 0.1 0.1 mezni pretvoreni

Tab. 3.1: Stfedni hodnota, smérodatna odchylka a variacni koeficient parametri

dvouparametrické funkce odezvy.

bodti a na ¢ase vypoctu.
Byly uvazovany dva typy chyb — lokalni a globalni. Lokalni chyba byla definovana
jako maximalni relativni odchylka ze vSech n. hodnot vypoctenych pro vsSechna

pretvoreni e:

. D\ _ ,exact (..
emax _ maXZ }NQ(&) Nq (el)” kde Z — 1 B .nE. (16)

max; (17 (&)

Globalni chyba je pocitana jako relativni kvadraticky priumér (rms — root mean

square error) pres vSechna pretvoreni e:

\/ 3 () — sl

Crms = ,kdei=1...n.. (17)
max; [ug"a‘:t(si)}

Na obréazku 3.8 vlevo jsou kiivky odezvy pro jednotlivé typy diskretizace porov-
nany s kfivkou pfesného feseni pfi ng, = 10%. Pro vyssi podet simulaci se vysledek
velmi rychle blizi k pfesnému feseni. Vpravo je doba vypoctu v zavislosti na poctu
simulaci v logaritmickém grafu. Z grafu je vidét, Ze pro ng, > 10° je nariist casu
v logaritmickém grafu ptiblizné linearni.

Obrazek 3.9 ukazuje zavislost lokalni a globalni chyby numerické integrace na
poctu provedenych simulaci pro jednotlivé typy diskretizace ndhodné domény. V lo-
garitmickém grafu je tato zavislost linearni. Lokalni a globalni chyba v zavislosti na
Case je vyobrazena na obrazku 3.10.

Z obréazku 3.10 je zfejmé, Ze ziskani dostatecnd presného vysledku (ep,s < 1073)
byt tento cas jiz vyznamny a jakékoli zrychleni je vhodné. V Pythonu je zrychleni
vypoctu mozno dosdhnout mnoha zptisoby, zpravidla se jedna o pfepsani inkrimino-
vané ¢asti kédu pomoci efektivnéjsiho kompilovaného jazyka (fortran, C). Prehled
moznosti zrychleni kédu je uveden napt. v [49].

V balicku spirrid byly pouzity dvé moznosti zrychleni kédu: cython [5] a weave

[1]:
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response for 100 n,
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-~ TGrid -~ TGrid
8l Al -~ PGrid 1
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\ | — LHs

6 \ — Exact solution |

q
t[s]

102 10° 10* 10° 10°

Ngim

Obr. 3.8: Dvouparametrickd funkce odezvy — stfedni odezva pro ¢tyfi typy diskre-
tizace pii ngm = 10% (vlevo). Rychlost vypocétu v zdvislosti na poctu simulaci
(vpravo). (n. = 80)

max rel. !ack of fit

10° rel. root mean square error

107

-~ TGrid -~ TGrid
, - - PGrid I o - - PGrid
107 L) ~ — MCS

€max [-]
€rms [']

10-5 L L 1
10? 10° 10* 10° 10°

Ngim n,

sim

Obr. 3.9: Grafy konvergence k pfesnému feseni, v zavislosti na poc¢tu simulaci, lokalni
(16) a globélni (17) chyby.

weave soucast balicku scipy, kterd umoznuje implementovat kéd napsany v jazyce
C do Pythonovského kédu.

cython jazyk, syntaxi podobnou jazyku Python, ktery umoznuje volani funkci ja-
zyka C, deklaraci typt proménnych a parametri (polozek) tfidy. Toto umoz-

niuje (spolu s dalsimi nastavenimi) kompildtoru generovat velmi efektivni kéd

v C.
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rel. max lack of fit rel. root mean square error
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Obr. 3.10: Grafy konvergence k presnému feSeni, v zavislosti na vypoctovém case,
lokalni (16) a globalni (17) chyby.

Pruhové grafy na obr. 3.11 zobrazuji ¢asy potiebné pro vypocet integralu meto-
dami LHS a PGrid pro pfipad dvouparametrické funkce (13). Obé varianty byly na-
staveny tak, aby bylo dosaZeno piiblizné stejné chyby u obou variant e, < 5-1075,
kterd odpovida ngm = 440% pro LHS a ngm = 50002 pro PGrid. Cas vypoctu byl
méren pro tii faze vypoctu:

e sampling — priprava poli ® a AG obsahujici hodnoty ndhodnych veli¢in v in-

tegracnich bodech,

e compilation — ¢as potfebny pro pfipravu a kompilaci kodu metody mu_q_method

a
e integration — ¢as vypoctu samotného pravdépodobnostniho integralu z pripra-
venych poli.
Kazdy vypocet byl spustén dvakrat, aby bylo mozné odfiltrovat ¢as potiebny pro
sestaveni a kompilaci generovaného kédu v programovacim jazyce C.

Piiprava poli ® pro LHS je pro vSechny varianty kédu stejna, protoze je prova-
déna stejnym zpiisobem s pouzitim balicku numpy a je priblizné 0.19 s.

U variant pouzivajicich kompilovany kéd je v prvnim béhu vypoctu vidét cas
potfebny pro sestaveni kodu a jeho kompilaci. Tento ¢as je pro vSechna nastaveni
priblizné konstantni: cython ~ 1 s a weave ~ 0.7 s. U LHS je tento ¢as pomérné
vyznamny vzhledem k celkovému casu vypoctu. Pro vétsi a komplexnéjsi ulohy s vice
nadhodnymi veliéinami a integra¢nimi body se tento rozdil snizuje.

Ptiblizné stejného vypoctového ¢asu bylo dosazeno pro variantu weave a cython.

Tento vysledek neni prekvapivy, protoze vysledkem obou variant je kompilovany kéd
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Obr. 3.11: Porovnani vypoctového ¢asu pro LHS a PGrid potfebny v prvnim a dru-
hém béhu vypoctu integralu dvouparametrické funkce odezvy pro varianty numpy,
cython a weave (n. = 80). Dole: pfidany argumenty kompildtoru -NDEBUG -fwrapv

-0O3 -march=native -ffast-math.

programovaciho jazyka C. Mirného zrychleni bylo dosazeno u varianty weave pfi-
danim nésledujicich argumentii kompilatoru: -NDEBUG -fwrapv -O3 -march=native
-ffast-math. Konkrétné bylo dosazeno zrychleni oproti numpy pfiblizné 12x pro LHS
a 5—9x pro PGRID.

3.6.2 Pétiparametricka funkce odezvy

Pétiparametricka funkce odezvy:

_ =01+ e—0(1+ )
U506 B, A0) = BAG—ga = H(E o) H(m) (18)

(. /

pretrzeni vldkna ~~
aktivace vldkna

kde ¢ je maximalni pfetvofeni pii poruseni vldkna, F je modul pruznosti, A je pru-
fezova plocha vlakna, € je pretvofeni, pfi kterém dojde k aktivaci vldkna a A je
koeficient pomérného prodlouzeni vldkna k jeho nominalni délce. Podrobné infor-
mace této odezvy je v [10]. VSech pét parametrti F, A, 0, )\, £ jsou uvazovany jako
normalné rozdélené ndhodné veliciny, tab. 3.2.

Pruhové grafy na obr. 3.13 zobrazuji ¢asy potiebné pro vypocet integralu meto-
dami LHS a PGrid pro ptipad funkce odezvy (18). Obé varianty byly nastaveny tak,
aby bylo dosaZeno ptiblizné stejné chyby u obou variant e, < 2-1073, ktera odpo-
vida ngm = 8% pro LHS a ngm = 30° pro PGrid. Hodnoty zrychleni kompilovaného
kédu vzhledem k numpy jsou 8.8 pro LHS a 4.5-16.7x pro PGrid.
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E 70 - 10° 15-10° 0.214286
A 5.3-10710 1071 0.018868
0 0.005 0.001 0.2
'3 0.019027 0.0022891 0.120308
A 0.1 0.02 0.2

Tab. 3.2: Stfedni hodnota, smérodatna odchylka a variacni koeficient parametri

pétiparametrické funkce odezvy.

response for 3125 n,
0.6 T ‘p . : \n‘*“" T T 10*
TGrid TGrid
- - PGrid - - PGrid
0.5f MCS R MCS
— LHS
— Exact solution
0.4} 1
Lo
T 0.3 )
.
0.2}
0.1f
0.0 . . . . . . 10° d - L
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 10° 108 107 108

€ Tim
Obr. 3.12: Pétiparametrickd funkce odezvy — stfedni odezva pro ¢tyfi typy diskreti-
zace pri Ny, = 5° (vlevo). Rychlost vipoctu v zéavislosti na po¢tu simulaci (vpravo).

(n. = 40)

Testovany byly také moznosti zrychleni kédu pomoci balicku numexpr, ktery
umoznuje optimalizuje numpy operace s poli a miize byt mnohokrat rychlejsi nez
prosté numpy. V nasem priipadé komplexni funkce s mnoha parametry nebylo do-
sazeno vyznamného zrychleni. Pouziti pro takto komplexni tlohy je problematické
a nezaruceno zrychleni vypoctu. Dalsi moznosti vhodnou pro nami feseny problém,
ktery obsahuje nespojitost a pole nahodnych velicin mohou obsahovat pomérné
velké mnozstvi nulovych hodnot je pouziti maskovanych poli obsazenych v balicku
numpy.ma. V nasem pripadé cas pristupu do téchto poli prevazil ¢as usetfeny pfi

vynechdni operaci na zamaskovanych (nulovych) hodnotéach (integra¢nich bodech),
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Obr. 3.13: Porovnani vypoctového ¢asu pro LHS a PGrid potifebny v prvnim a dru-
hém béhu vypoctu integralu pétiparametrické funkce odezvy pro varianty numpy,
cython a weave (n. = 40). Dole: pfidany argumenty kompildtoru -NDEBUG -fwrapv

-03 -march=native -ffast-math.

a proto ani tato alternativa neni v tuto chvili vhodna pro zvyseni efektivity vypoctu
numerického integralu.

V této kapitole byl popsan vypocet statistik ndhodné veliciny, kterd je funkeci
kontrolnich veli¢in a libovolného poctu nezavislych nahodnych vstupi a vytvoreni
univerzalni Sablony implementované v programovacim jazyce Python. Hlavnim vy-
sledkem je konfigurovatelny vypoctovy program SPIRRID pro vypocet vicerozmeér-
nych integralt, ktery umoznuje vypocet statistik obecné funkce s nahodnymi vstupy.
Tento program byl pouZit pro vypodet sily pifenasené ocelovym dratkem pfemostu-
jicim trhlinu (funkce ndhodnych veli¢in) v numerického piikladu v kapitole 1.

Vysledky prezentované kapitoly jsou zaslany k posouzeni a piipadné publikaci

v impaktovaném ¢asopise [53].
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4 ZAVER

Ptedlozend prace fesi nekolik vybranych aspekttt modelovani modernich kompo-
zitnich konstrukci. Spoleénym jmenovatelem je prace s neurcitostmi a nahodnjymi
veli¢inami. Jsou Teseny jak teoretické otazky, tak experiment a v neposledni fadé
i pocitacova implementace novych metod pomoci modernich softwarovych nastroju.

Kapitola 1 prezentuje dosazené vysledky pii feSeni tllohy urceni poctu vlaken
premostujicich rovinu trhliny v kompozitu vyztuzeném kratkymi vldkny. S vyuzitim
znalosti objemového podilu vlaken a tvaru vldken a vzorku byl predveden postup
vypoctu ndhodného poétu vlaken pfemostujicich trhlinu pro dvé varianty: (i) stfedy
vlaken jsou rozmistény po celé délce vzorku rovnomérné (vldkna mohou presaho-
vat hranice vzorku) a (ii) stfedy vldken jsou rozmistény rovnomérné na upravenych
intervalech v zavislosti na natoceni vlaken tak, aby vlakna nepfesahovala hranice
vzorku. Odvozena rozdéleni jsou dulezita pro spravné stanoveni nahodné sily pre-
nasené jednim vldknem a také sily pfendsené vSemi vldkny pfemostujicimi trhlinu
v nahodné vyztuzeném kompozitu. Ziskané analytické vztahy byly vyuzity v nume-
rickém prikladu, ktery ukazuje odhad stfedni odezvy a rozptylu trhliny pfemosténé
vldkny a vliv variability nahodného poctu vlaken na celkovou odezvu. Mozné rozvi-

jeni tématu lze spatfovat v feseni nasledujicich problémii:

1. zavedeni novych okrajovych podminek, které lépe vystihuji skute¢né rozmis-
téni vlaken v realnych kompozitech (napf. shluky, vyrobni vlivy — natoceni ve
sméru toku smési, zrani kompozitu)

2. pouziti dalsich funkci odezvy vlaken pro rizné typy dratki/vldken (dratky
tvarované, deformované, apod.)

3. vytvoreni komplexni tlohy zahrnujici vice interagujicich jevii najednou

V kapitole 2 byly ziskany statistiky (stfedni hodnoty a smérodatné odchylky) a

histogramy nahodnych veli¢in potfebnych pro stanoveni odhadu stfedni odezvy vy-
tahovani (pullout) vldkna z matrice. Pro automatizaci vyhodnocovani experimental-
nich dat vznikl softwarovy nastroj s uzivatelskym rozhranim YMBMicro, ktery byl
vytvofen béhem pobytu uchazece na RWTH Aachen. Vysledky ziskané pomoci této
aplikace jsou pripraveny pro pouziti s programem SPIRRID, ktery je popsan v kapi-
tole 3 pro ziskani odhadu stfedni odezvy daného vlakna pfi vytahovani z cementové
matrice. Prace poskytuje nasledujici naméty k dalsi praci:

1. grafické porovnani snimkt z elektronového mikroskopu s daty (obr. A.3)

2. identifikace spojitych hustot pravdépodobnosti pro aproximaci ziskanych his-
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togrami
3. interpolace prubéhu vlaken funkeci vyssiho fadu (nyni je pouzita linearni inter-
polace mezi jednotlivymi Fezy)
4. generovani virtualniho modelu svazku vlaken na zakladé ziskanych statistik
5. porovnani predikované sttedni odezvy s vysledky experimenti na svazcich skle-
nénych vlaken zalitych do cementové matrice pro ovéreni moznosti tohoto pfti-
stupu predikovat odezvu svazku
V kapitole 3 byl popsan vypocet statistik nahodné veli¢iny, ktera je funkci ne-
zavislych nahodnych veli¢in (napf. funkce odezvy vlédkna/svazku). Byla predsta-
vena nova metoda a tato byla spolu s dalsimi postupy porovnana co do vykonnosti,
presnosti a uc¢innosti. Zptisob implementace studované funkce nadhodnych veli¢in
v programovacim jazyce Python byl predveden na jednoduchém modelu dvoupa-
rametrické funkce odezvy. Univerzalni implementace pro vypocet statistik funkeci
s vice ndhodnymi veli¢inami vznikla ve spolupraci s RWTH Aachen a nese nazev
SPIRRID. Tento balicek obsahuje implementaci v jazyce Python s vyuzitim balicku
numpy a také implementaci v jazyce C. Diky balicku Enthought ETS a dalsich Py-
thonovskych knihoven vznikla flexibilni, konfigurovatelna a dostatec¢né vykonna apli-
kace pro vypocet vicerozmérnych integralti, kterd je snadno doplnitelna o grafické
uzivatelské rozhrani. Dalsi ndméty k pokracovani tématu:
1. pfridani novych metod diskretizace domény nahodnych veli¢in
2. optimalizace dalsich vypoctové narocnych ¢asti kodu pomoci programovaciho
jazyka C
Moduly YMBMicro a SPIRRID je mozné jednoduse propojit a ziskat tak kom-
plexni aplikaci pro odhad stiedni odezvy svazku sklenénych vlaken.
Zdrojové kody obou aplikaci jsou dostupné ke stazeni z online repozitaie na
adrese https://github.com/simvisage:
1. SPIRRID — repozitaf spirrid,

2. YMBMicro — repozitaf simvisage — quaducom/quaducom/micro/ymb_micro.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

1(x)

AG(0)

Hoke
PXY
Pc

Pas Pys Pz

T

Ttr

indikatorova funkce

vahové faktory

délka vlakna

kotevni délka vldkna

prumét délky vlakna do prislusné souradné osy
mezni pretvoreni

parametr poissonova rozdéleni; tuhost vlakna

k-ty statisticky moment

Spearmantv korela¢ni koeficient

thel natoceni vldkna protinajiciho rovinu od jeji normaly
thel natoceni vldkna od soutadnych os

treci sila na jednotku délky

tfeci napéti na jednotkovou plochu

thel natoceni vlakna; pretvoreni pii aktivaci vlakna
nahodnéa veli¢ina

nahodny vektor

integracni doména

prufezova plocha

prurezova plocha vzorku

prurezova plocha vlakna

binomické rozdéleni
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c kvalita kontaktu s matrici

Clim limitni kvalita kontaktu s matrici
CoV(-) variacni koeficient

d prameér vlakna

do sitka integrac¢ni bunky

D[] =02 rozptyl

€max, €rms lokéalni a globalni relativni chyba presného a numerického feseni
E modul pruznosti

E[]=u stfedni hodnota

erf() chybové funkce

f koeficient vlivu natoceni vlakna

fx(x) hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
Fx(x) distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X

Ft inverzni distribuc¢ni funkce

g hustota pravdépodobnosti

G distribu¢ni funkce

Gt inverzni distribuc¢ni funkce

H(") Heavisidova funkce

k ndhodny podet vldken pfemostujicich trhlinu

L=1L, L, L, délka hrany vzorku ve sméru soufadnych os

m pocet ndhodnych veli¢in

n pocet vlaken uvniti vzorku; pocet integra¢nich bodt nahodné
veliéiny

Ngim pocet simulaci
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D pravdépodobnost priiniku vldkna s rovinou

P sila pfendsend jednim vldknem premostujicim trhlinu
P sila pfenédSend k vldkny pfemostujicimi trhlinu

r polomér vlakna

Q=q(") nahodn4 veli¢ina definovana jako funkce

Std(-) smérodatné odchylka

Ut objemovy podil vldken

Vi objem vldkna

Vi objem vzorku

Y, 2 poloha stfedu vldkna

w sitka trhliny

cython jazyk, pouzivajici syntaxi podobnou jazyku Python, ktery umoznuje

volani funkei jazyka C, deklaraci typt proménnych a parametrt
(polozek) t¥idy. Toto umoziiuje, spolu s dalsimi nastavenimi,

kompilatoru generovat velmi efektivni kéd v C.

ECC Engineered Cementitious Composite, inzenyrské cementové

kompozity

Enthought Python Distribution (EPD) komplexni soubor nastroji (Pythonovské

knihovny) pro analyzu a vizualizaci dat.

Enthought Tool Suite (ETS) soubor Pythonovskych knihoven obsazeny v EPD
dostupny jako open-source. Umoznuje vyvoj multiplatformnich

interaktivnich aplikaci.
FRC Fibre Reinforced Concrete, vldkny vyztuzeny beton
LHS simula¢ni metoda Latin Hypercube Sampling

Matplotlib  knihovna pro kresleni 2D grafi. Syntaxe podobna Matlabu.

81



NumPy

PDF
Python

SciPy

weave

zékladni balicek pro védecké vypocty v Pythonu, ktery obsahuje

nastroje pro vytvareni vicerozmérnych poli a rychlé operace s nimi.
Probability Density Function, hustota pravdépodobnosti
interpretovany programovaci jazyk

soubor matematickych algoritmil a funkci postaveny na balicku

NumPy.

funkce balicku scipy, ktera umoznuje zahrnout kéd napsany v jazyce

C do Pythonovského kédu.
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A YMBMICRO

Na nasledujicich obréazcich jsou okna grafického uzivatelského rozhrani programu
YMBMicro, ktery umoziuje analyzu experimentalnich dat svazkt sklenénych vla-

ken. Uvedené obrazky obsahuji vysledky svazk® oznacenych VET.

2 VET — Yarn Matrix-Band Microstructure Lab 9O®
[Data source
Yarn tpe; | VET $| chlimito.o

10|02 continuous:1228 out of:1752 aver:1467
v & Data inspection

Eals

i

ITNEZ® B &« W&

[2 Histogram
[5) Auto correlation
[3) cress correlation

0.181
0.440

T
¥ 4.68 6.90
contact fraction
0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714  0.857 1.00

Start fib 0

1751 [0
End fib: 0

1751 (1751

Var enum: | contact fraction =

Obr. A.1: Okno pro zobrazeni rekonstruovaného 3D modelu vldkna. Barevna skala
umoznuje zobrazeni hodnot zjisténych parametrtt v fezech provedenych po délce

vldkna. Posuvnikem lze ménit mnozstvi zobrazovanych vlaken.

2 VET — Yarn Matrix-Band Microstructure Lab 9O®
[pata source
Yarn type: | vET $) Cf limit0.0 emm— 10fa2 continuousi1228 out ofil752 aver:1467
v EEQ inspection i -
3 view 30
~ cut slider: 0 1400
] view 20
[ Histogram Underlay
[2) Auto correlation
[ cross correlation » C Fat =
o e OO+ @
[ Pull-out
2.0
<= identified filament in cut ok
+e+ connected filaments
0.0195
2 0.0180
0.0165
E - 00150
n
00135
05 00120
0.0105
0.0090
CL 1 2 3 4

Y ]

Obr. A.2: Zobrazeni hodnot parametri ve vybraném fezu/segmentu. Na obrazku je

krajni fez svazku a barevna skédla zobrazuje polomér vladkna.
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Figure 1 ORRE

OO+ BE z00m rect, x=776.242  y=424.844

Obr. A.3: Mozny zpusob kontroly spravnosti identifikované polohy a urcenych pa-
rametri — porovnani dat se snimkem z elektronového mikroskopu. Barevna skala

zobrazuje miru kontaktu s matrici.

a3 T —— S

e

Yarn type: | VET $ ) CFlimit0.0 em— 10|02 contnuous:1228 outofil752 aver:1ds?

Variable: radius ¢ o + & B

Cut slider: v 0 14 [0

Flament slider.

300

[ Pull-out

100

50
]
0.008 0.010 0,012 0.014 0,016 0.018 0.020 0022
radius
Bins: 50 ¥ limit: stats nerm: ¥ multi

Obr. A .4: Statistické vyhodnoceni parametri vlakna — histogram, stfedni hodnota
a smérodatnd odchylka. Statistiky lze vyhodnocovat v fezech/segmentech, podél
vldkna a ze vSech dat svazku. Na obrazku je histogram poloméru vlaken v krajnim

Fezu svazku.
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) VET - Yarm Matrx Bond Microstructure Lab

[ata soures
Yarn type: | VET $ CRIMD.0 e 10[02 continuousi1228 outofil7sz aver:1as7
~ [ Data inspection i e 5
B view 30
[ view 20 Scatter: ¥/ 0 0 o 145

v [ sta

B8

2 Cross correlation

v & Madel
[ Pullout

0.022

0.020
0018
©
+ 0,016
g
0014

0.012

0.010

0,008 Betual set correlation 0/634 (Pearson). 0.697 (Spea
oos 0010 0012 0014 0016 0018 0020 0022
cut 0

00240 20 40 60 80 100120140160

Obr. A.5: Bodovy graf rozptylu s hodnotou korelace mezi jednotlivymi fezy. Posuv-

niky umoznuji volbu analyzovanych rezi.

2 VET — Yorn-MatiixBand icrostructure Lab

9@ ®

e

Yarn type: | VET $ ) CFlimit0.0 em— 10|02

¥ @@ Data inspection Variable:  contact fraction

continuous:1228 outofi1752 aver:1467

B view 30
B viewz0 Scatter

& + ¢ B@

B pullout 10

0.5

0.0

correlation

 fmm]

Obr. A.6: Graf autokorela¢ni funkce podél délky z svazku

pribéh funkce pro miru kontaktu s matrici.
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2 VET - Yam Matrix Band Microstructure Lab SRR

Baiaamcs

Yam tpe: | VET $ CFImito.0 emm— 1002 contnuous:1228 out ofi1752 aver:1467
- —
+ [ Data inspection intact free length | Contact fraction | Strength | Pull-out respanse | Response function
[2 view 30
[ view 20 Run Clear
& tics 1l distribution
v I sutatics W max| 4 N w pts: 100 Noipts: 30
[ Histogram fon parameters | plot | plot parameters
B Auto correlation f\ .‘_ @
3 jon | min A = i) L I
15 cross coralaton BHOO+ & B
v & Model all_min
[Eeui oie] s
ape: 454
tien: 0.0 450
ale: 0.017
00 ¥ 100 A0
ts 350
mean; (0.015521718705¢
!
ariance: |1.50710858251e- 8 300
aviation: 0003882146357
swness: 0184946670454 Z 250
urtosis: |-0.185434172347 60 § 5
7 g
g
5200
40 I 150
100
20 I
50
'
0 | oo 0.05 010 015 0.20 025 0.30 035
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.0,

crack opening wimm]

Obr. A.7: Modul (instance tfidy SPIRRID) pro odhad stfedni odezvy vldkna z his-
togramu ziskanych z dat a definovanych pravdépodobnostnich rozdéleni (PDF).
Stiedni ¢ast okna umoznuje volbu PDF a nastaveni jeho parametri a poctu in-
tegracnich bodi. Vysledna stfedni odezva svazku je vykreslena v pravé c¢asti okna

pro dvé rtzné hodnoty cf_limit.
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A.1 Charakteristiky sklenénych vlaken

Souhrn grafickych vystupi z programu YMBMicro (kapitola 2) analyzovanych typt
sklenénych vldken. Hodnoty pro relativni prodlouzeni vlakna pred jeho aktivaci a

volnou délku jsou uvazovany pro hodnotu ¢, = 0.5.

A.1.1 Vlakno MAG

Celkem bylo naidentifikovano 2244 segmentii vlaken. Z tohoto poctu je 1326 prii-
béznych. Pocet pribéznych vlaken, které je mozné seskladat ze vSech segmentil, je

1743.

1.70
b4 ; % e
0.139 YE L o
0.03
y 1.80 6.88
contact fraction

0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714 0.857 1.00

Obr. A.8: 3D model svazku vldken. Kruhovy svazek, ktery je stazen omotavkou.
Cernobila skala ukazuje miru kontaktu s matrici. Omotavka zabraiuje penetraci

matrice do svazku, a proto je v kontaktu s matrici predevsim okrajova vrstva vlaken.
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Obr. A.9: Histogramy — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a relativni

prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.

correlation

correlation

1.0

0.5

0.0

—0.5[-

0.5+
g g
2 S
= k=
E 0.0 et ] T;-'i QL0 e ]
= =
3 3
o <
T S TS e B e
—1.0 ; ; ; ‘ ‘ ; -1.0 ; ; ‘ ‘ ; ;
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
z [mm)] @ [mm]

Obr. A.10: Autokorela¢ni délky — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a

relativni prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.
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A.1.2 Vladkno VET 1

Celkem bylo naidentifikovano 1752 segmentii vlaken. Z tohoto poctu je 1228 prii-
béznych. Pocet pribéznych vlaken, které je mozné seskladat ze vSech segmentil, je

1467.

1.75

0.181
0.440

Y 4.68 6.90

contact fraction
0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714  0.857 1.00

Obr. A.11: 3D model svazku vladken. Plochy svazek vlaken, jehoZ vldkna jsou rozvol-
néna (provzdusnéna). Cernobild $kdla ukazuje miru kontaktu s matrici. Rozvolnéni

svazku umoznuje lepsi penetraci matrice do svazku.
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Obr. A.12: Histogramy — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a relativni

prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.
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Obr. A.13: Autokorela¢ni délky — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a

relativni prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.
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A.1.3 Vlakno VET 2

Celkem bylo naidentifikovano 1485 segmentii vlaken. Z tohoto poctu je 1271 prii-
béznych. Pocet pribéznych vlaken, které je mozné seskladat ze vSech segmentil, je

1364.

7.52 5.84

contact fraction
0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714  0.857 1.00

Obr. A.14: 3D model svazku vldken. Obdélnikovy svazek vlaken, jehoz vlakna jsou
rozvolnéna. Cernobilad $kala ukazuje miru kontaktu s matrici. Rozvolnéni svazku

umoznuje lepsi penetraci matrice do svazku.
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Obr. A.15: Histogramy — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a relativni

prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.
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Obr. A.16:

relativni prodlouzeni vlakna pted jeho aktivaci.

Autokorela¢ni délky — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a
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A.1.4 Vlidkno VET 3

Celkem bylo naidentifikovano 1426 segmentii vlaken. Z tohoto poctu je 1374 prii-
béznych. Pocet pribéznych vlaken, které je mozné seskladat ze vSech segmentil, je

1417.

245 |
e
z >
0.470 - e
0-20

contact fraction
0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714  0.857 1.00

Obr. A.17: 3D model svazku vldken. Kruhovy svazek vlaken, jehoz vldkna jsou sta-
zena omotavkou. Cernobila gkala ukazuje miru kontaktu s matrici. Omotavka svazku

zabranuje penetraci matrice do svazku.
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Obr. A.18: Histogramy — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a relativni

prodlouzeni vlakna pfed jeho aktivaci.
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Obr. A.19: Autokorelacni délky — polomér, mira kontaktu s matrici, volna délka a

relativni prodlouzeni vldkna pfed jeho aktivaci.
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